


Predstav si, �e máš magické záva�ia z ka�dého druhu ako na obrázku.
Ich rôzne kombinácie ti umo�òujú vytvára� rôzne
súèty. Napríklad:

po dve

Zo svojich záva�í vyskladaj súèty 1, 2, 3 a 4.b

M + 2A + G = 1 + 2 · (–4) + 9 = 2
2M + 2G + I = 2 · 1 + 2 · 9 + (–26) = –6G IM A

A5

Najväčšia
hodnota, ktorú dokážeš
pomocou svojich závaží

vyskladať, je 20.

Najmenšia
hodnota, ktorú dokážeš
pomocou svojich závaží

vyskladať, je –30.

Má pravdu Lea alebo Teo? Zdôvodni svoj názor.a

Rozhodni, èi sú nasledujúce tvrdenia pravdivé v�dy, niekedy alebo nikdy a vysvetli, preèo si to myslíš.

a

d

e

b

c

A4

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Súèet (nejakých) dvoch èísel
je kladné èíslo.

Súèet dvoch záporných èísel
je záporné èíslo.

Rozdiel dvoch záporných èísel
je záporné èíslo.

Súèet kladného a záporného èísla
je kladné èíslo.

Súèet absolútnych hodnôt
dvoch záporných èísel je záporné èíslo.

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Súčet 4 sa nedá vyskladať, keďže z každého druhu
mám len po 2 závažia.

1 = 1 = M alebo 1 = 9 + 2 · (–4) = G + 2A
2 = 2 · 1 = 2M alebo 2 = 9 + 2 · (–4) + 1 = G + 2A + M
3 = 9 + 2 · 1 + 2 · (–4) = G + 2M + 2A

Lea má pravdu, lebo ak chceme dostať najväčší
súčet, zoberieme len kladné hodnoty 1 a 9.
Z oboch máme len po dve, preto vieme
dostať hodnotu 2 · 1 + 2 · 9 = 20.maximálne

Teo sa mýli, lebo ak chceme dostať najmenší
súčet, zoberieme len záporné hodnoty –4 a –26.
Z oboch máme po dve, preto vieme dostať
hodnotu 2 · (–4) + 2 · (–26) = –8 + (–52) = –60.

napr. 3 + 5 je kladný výsledok,
ale 3 + (–5) záporný.

ak k dlhu pripočítame dlh,
budeme mať dlh ešte väčší.

napr. –5 – (–2) = –3,
ale –2 – (–5) = 3.

napr. –3 + 5 je kladný výsledok,
ale 3 + (–5) záporný.

absolútna hodnota čísla je vždy nezá-
porná (je to vzdialenosť), sčitujeme teda
dve kladné čísla a ich súčet je vždy kladný,
nikdy nie je záporný.

�iakom mô�ete zada� navyše
úlohu systematicky overi� všetky
kombinácie záva�í a ukáza�,
�e súèet 4 sa nedá vysklada�.
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Vezmime si štyri po sebe idúce záporné èísla, usporiadané vzostupne, napr. –8, –7, –6, –5.
Ak medzi ne umiestnime znamienka + alebo –, dostaneme rôzne výsledky.

A6

–8

–8

–7

–7

–6

–6

–5

–5

–26

–4
Nájdi všetky ostatné mo�nosti umiestnení
znamienok + a –. Vypoèítaj výslednú hodnotu.

a

V dvojici alebo v skupine vyberte štvoricu
jednociferných po sebe idúcich záporných èísel.
Doplò všetky mo�nosti znamienok + a –
pre svoju štvoricu a vypoèítaj výsledné hodnoty.
Potom si navzájom skontrolujte výsledky.

b

–8 –7 –6 –5

–8 –7 –6 –5

–8 –7 –6 –5

–8 –7 –6 –5

–8 –7 –6 –5

–8 –7 –6 –5

–8 –7 –6 –5

–8 –7 –6 –5

Preštudujte spolu, ako výsledky v úlohách a) a b) závisia od výberu znamienok.
Èo ste si všimli? Vytvorte èo najviac tvrdení.

c

Ak budú všetky znamienka mínus, výsledok bude vždy .

Tvrdenie 1: Ak budú všetky znamienka plus, výsledok bude vždy záporný.

Tvrdenie 2: Ak budú všetky znamienka mínus, výsledok bude vždy kladný.

Pani uèite¾ka napísala na tabu¾u dve tvrdenia o ¾ubovo¾nej štvorici po sebe idúcich záporných èísel.
Zdôvodni, preèo tvrdenia platia.

d

–16

–14

–12

–2

0

10

Ak budú aspoň dve znamienka plus, výsledok bude vždy záporný.
Bez ohľadu na výber znamienok výsledok bude vždy párny.

kladný

Rôznych
možností
rozmiest-
nenia
znamienok
je iba 8.

Sčitujem štyri záporné čísla.
To je, akoby som na začiatku
bol v dlhu a potom si ešte
3-krát požičal peniaze.
Skončím tak v ešte väčšom dlhu.

�iaci mô�u (dostatoèná forma
pre ZŠ) alebo tie� poznatkom, �e súèet dvoch záporných èísel
je záporný. Sèitujeme 4 záporné èísla, teda (medzi)súèet
prvého a druhého èísla je záporný, (medzi)súèet tretieho
a štvrtého èísla je záporný a napokon aj finálny súèet dvoch
(medzi)súètov je záporný ( ).

zdôvodòova� analógiou

deduktívne zdôvodnenie

Na obrázku je zdôvodnenie poslednej èasti (
s grafickou reprezentáciou). Ståpce znázoròujú ¾ubovo¾né štyri po sebe idúce kladné
èísla usporiadané zostupne. Sústreïme sa len na vrchnú èas� (postupnos� 4, 3, 2, 1).
Vidíme, �e 3 + 2 + 1 je viac ako 4, a teda (3 + 2 + 1) – 4 > 0 (kladné èíslo). Táto úvaha platí pre ¾ubo−
vo¾né štyri po sebe idúce kladné èísla, lebo v�dy z nich mo�no oddeli� „vrchnú farebnú“ èas� 4, 3, 2, 1.

argumentácia generickým príkladom

Znamienka mínus zmenia hodnotu troch posledných čísel na kladnú.
Sčitujeme teda tri kladné čísla, výsledok sčítania je kladný.
Napokon odčítame prvé číslo z pôvodnej štvorice.
To je určite menšie ako doterajší súčet, preto výsledok zostane kladný.
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Doplò chýbajúce èísla tak, aby medzi èíslami v hornom a v dolnom riadku
jednej tabu¾ky bola v�dy nejaká súvislos�. Vysvetli túto súvislos�.

A7

7

20

–6

–4

2

60

6

15

–8

–2

4

20

5

10

–12

–6

8

100

–2

4

–3

3

6

–30

–3

3

–4

6

8

–10

Predstav si, �e máš nejaký zlomok. Vieš o òom, iba to, �e:
– jeho èitate¾ je súèinom piatich kladných a troch záporných èísel,
– jeho menovate¾ je súèinom štyroch kladných a dvoch záporných èísel.
Je hodnota tohto zlomku kladná alebo záporná? Zdôvodni svoju odpoveï.

A8

Ku každému číslu v hornom riadku
pripočítame číslo 10.

Číslo v dolnom riadku
je výsledok delenia horného čísla číslom –2.

Číslo v dolnom riadku
je výsledok delenia horného čísla dvoma.

Ku každému číslu v hornom riadku pripočítame
jeho polovicu alebo ho vynásobíme číslom 1,5.

Od každého čísla v hornom riadku
odpočítame číslo 9.

Číslo v dolnom riadku
je výsledok delenia horného čísla piatimi.

Samotné čísla nehrajú rolu, lebo nepotrebujeme vedieť, aký bude výsledok.
Stačí sa teda sústrediť iba na znamienka.
Kladné čísla znamienko súčinu neovplyvňujú, záleží len na záporných číslach.

Čitateľ .......... 3 záporné čísla záporný súčin záporný čitateľ
Menovateľ .... 2 záporné čísla kladný súčin kladný menovateľ
Podiel kladného čísla a záporného čísla je záporné číslo záporný zlomok.

Úlohu mo�no rieši� aj „krátením“ znamienok – zostane jedno „mínus“, èo znamená, �e výsledok je záporný.
�iaci mo�no budú argumentova� na konkrétnych príkladoch.
Dôle�ité je uvedomi� si, �e kladné èísla neovplyvòujú výsledné znamienko.

Schematicky sa to dá naznaèi� takto: —————————— = ———– = —— = — = –+ · + · + · + + · – – –
+ + + + – –

· · ·
· · · · ·

– – –
– –
· ·

·
+ · –

+
–
+

–4

2

–6

12

4

–50

– 9

: 5

: 2

· 1,5

+10

: (–2)
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Aritmagon je trojuholník s èíslami vo svojich
vrcholoch, ktoré urèujú èísla na jeho stranách.

Zisti, ako èísla vo vrcholoch súvisia
s èíslami na stranách aritmagonu.

Doplò chýbajúce hodnoty v aritmagonoch.

a

b

Číslo na strane aritmagonu
je vždy

A10

–3 8 –11

–26 –4 54

–99–40

–18

Vyplò hodnoty vo vrcholoch, ak sú dané iba hodnoty na stranách.c

–84

7227

21

63

24

–108 –42

Rozhodni, èi sú nasledujúce tvrdenia pravdivé v�dy, niekedy alebo nikdy. Uveï aj dôvod.
A9

a

d

b

c

Absolútna hodnota súètu
dvoch záporných èísel je záporné èíslo.

Násobením troch po sebe idúcich èísel
dostaneme záporné èíslo.

Podiel dvoch celých èísel nie je nula.

Ka�dé kladné èíslo je väèšie
ako ¾ubovo¾né záporné èíslo.

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

36

108 6348

12 –7

9 –94 2–18

–14

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

absolútna hodnota akéhokoľvek čísla
je vždy kladná, je to vzdialenosť od nuly
a vzdialenosť nemôže byť záporná.

to platí, iba ak je delenec nenulový.

ľubovoľné kladné číslo je väčšie ako 0
a ľubovoľné záporné je menšie ako 0.

súčinom hodnôt v dvoch susedných vrcholoch.

6

–12

–18

–520

–32

69

–66

9 9 6

37 –12 –2 –712

napr. (–3) · (–2) · (–1) < 0,
(–2) · (–1) · 0 = 0,

1 · 2 · 3 > 0.
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Je jeho uva�ovanie správne? Zdôvodni svoj názor. Vyplò Adamov aritmagon.a b

Áno – nie, lebo

7

–56

48 –42

A11

Ela vyslovila viacero tvrdení o aritmagonoch. Rozhodni, èi má pravdu, a svoje rozhodnutie zdôvodni.

Ka�dý aritmagon má riešenie.

Ka�dý aritmagon s kladnými èíslami na stranách, ktorý má riešenie, má ešte aj druhé riešenie.

Ak sú na stranách aritmagonu iba záporné èísla, aritmagon nemá riešenie.

Ak zdvojnásobíme èísla na ka�dej strane aritmagonu, zdvojnásobia sa aj èísla v ka�dom vrchole.

Pretože

Pretože

Pretože

Pretože

a

d

b

c

áno – nie

áno – nie

áno – nie

áno – nie

A12

Adam zaèal vypåòa� aritmagon a ako prvé napísal èíslo 7 do horného vrcholu.

číslo 48 nie je deliteľné číslom 7.

× –6

–8 7

1 2

3 62 4

3

zdvojnásobíme
čísla

6 2 · 6 =/ 6

4 · 6 =/ 12

2 · 4 =/ 42 4

6 12

napríklad ak sú na stranách aritmagonu iba prvočísla,
riešenie neexistuje.

druhé riešenie je také isté, len so zápornými číslami.
Súčin dvoch záporných čísel, ale i dvoch kladných čísel,
je číslo kladné.

ak má byť súčin dvoch čísel záporný,
jeden činiteľ musí byť záporný a druhý kladný.

Podobne by sme dospeli k rozporu, keby sme umiestnili
záporné èíslo do pravého dolného alebo ¾avého dolného vrcholu.

So �iakmi mô�ete rozobra� všetky prípady
(sú dané všetky èísla na stranách, resp. všetky èísla vo vrcholoch,
resp. niektoré èísla na stranách, niektoré vo vrcholoch)
a diskutova�, èi sa v�dy dá aritmagon vyrieši�, resp. kedy sa vyrieši� nedá.

Napr. ak bude záporné číslo v hornom vrchole, v oboch dolných
vrcholoch musia byť kladné čísla, aby sedeli znamienka
výsledkov na ľavej i pravej strane. Potom však musí byť hodnota
na dolnej strane kladná,
čo je v rozpore s tvrdením.

!

to neplatí napr. tu:
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Rozhodni, èi sú nasledujúce tvrdenia pravdivé alebo nepravdivé, a zdôvodni, preèo si to myslíš.

Všetky rovnobe�níky sú štvorce.

Niektoré rovnobe�níky sú obdå�niky.

V ka�dom rovnobe�níku sú uhloprieèky rovnako dlhé.

Ak je štvoruholník štvorec, potom je to rovnobe�ník.

Ak je štvoruholník rovnobe�ník, potom je to štvorec.

Ka�dý rovnobe�ník má dve osi súmernosti.

Niektoré rovnobe�níky majú všetky strany rovnako dlhé.

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

a

g

b

c

d

e

f

áno – nie

áno – nie

áno – nie

áno – nie

áno – nie

áno – nie

áno – nie

A1

niektoré rovnobežníky nemajú všetky susedné strany
na seba kolmé, napr. kosoštvorec.

štvorec je štvoruholník,
ktorého protiľahlé strany sú zhodné a rovnobežné.

medzi rovnobežníky patrí aj kosodĺžnik
a ten štvorcom nie je, lebo nemá všetky uhly pravé.

kosodĺžnik nemá ani jednu os súmernosti.

to platí pre štvorec a kosoštvorec.

rovnobežníky sú štvoruholníky,
ktorých protiľahlé strany sú rovnobežné a majú rovnakú dĺžku.
To platí pre všetky obdĺžniky.

to neplatí napr. pre kosoštvorec.

8.2Obvodaobsah
rovnobe�níka
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A2

70°

50°

55°

Z

C

4,5 cm

3 cm

2,3 cm

3
cm

2,3 cm

3
cm

5,4 cm

3 cm

U

A

M

S

A

E

A

K

3

5

S

3

5

3

3

3

3

B

L

C

M

D

N

Nájdi chybný údaj
v obrázkoch rovnobe�níkov
a zdôvodni, preèo bol chybný.
Navrhni jeho opravu.

a

b

c

d

Chybný je
nanajvýš jeden údaj

na obrázku. Uvedom si však,
že môže byť viac mož-

ností, ktorý to je.

Chyba: | | | |
Je to rovnobežník, preto musia byť
strany a zhodné.

Oprava: 1. možnosť: 5,4 cm zmeniť na 4,5 cm
2

ZU AM

ZU AM
Nesprávna je buď dĺžka 5,4 cm alebo 4,5 cm.

. možnosť: 4,5 cm zmeniť na 5,4 cm

Chyba: Nesprávna veľkosť <) .
Je to kosoštvorec, trojuholníky a
sú rovnoramenné a zhodné.
U

ECS
ASE ACE

hlopriečky delia vrcholové uhly na polovicu.
)|< |= 180° – 35° – 35° = 110°
)|< |= 110° : 2 = 55° )(=|< |, čo je OK)

Oprava: Veľkosť uhla má byť 55°.

ECA
ECS ASC

ECS

Chyba: –
Všetko je správne.

Chyba: | |= 90°NSM<) Uhol, ktorý zvierajú uhlopriečky,
nemôže byť pravý, lebo je to obdĺžnik
a ten nemá uhlopriečky na seba kolmé.

Oprava: 1. možnosť: Zrušiť označenie pravého uhla.
2. možnosť: Obdĺžnik zmeniť na štvorec –

buď opravou dĺžok 3 na 5,
alebo opravou dĺžok 5 na 3.

Pri 2. mo�nosti opravy mô�e vzniknú� diskusia, èi je to jeden údaj alebo dva.
V prospech tvrdenia, �e ide iba o jeden údaj, hovorí napr. to, �e pod¾a zadania
to majú by� rovnobe�níky, a teda då�ky proti¾ahlých strán sú urèite rovnaké.
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Dá sa urèi� obsah rovnobe�níka na obrázku
bez akéhoko¾vek výpoètu, ak vieš, �e obsah
obdå�nika vpravo je 40 cm ? Zdôvodni.2

A4

Súrodenci Tina a Tomáš rysovali rovnobe�níky.
Kto z nich má pravdu? Zdôvodni svoje tvrdenie.

A3

5 cm5 cm

9
cm

Jedna strana
meria 240 mm, takže
prislúchajúca výška

meria 2 cm.

Môj rovnobežník
má obsah 60 cm .2 Môj rovnobežník

má obsah 77 cm .2

Jedna výška
meria 0,22 m, takže
prislúchajúca strana

meria 350 mm.

5 cm

7 cm

6 cm

9 cm

11 cm

3
cm

6
cm

8 cm4 cm

3
cm

Vypoèítaj obsah rovnobe�níkov.b

a

Áno, lebo obdĺžnik a rovnobežník
majú rovnakú výšku
a aj dĺžku spodnej strany.
Preto sú ich obsahy rovnaké.

Cie¾om tejto úlohy je posúdi� riešenie
a rozhodnú� o jeho správnosti.

Ani jeden zo súrodencov nemá pravdu.

Tina:
a
S
v S a

= 240 mm = 24 cm
= 60 cm
= : = 60 : 24 = 2,5 cm

2

a

Tomáš:
v
S
a S v

a

a

= 0,22 m = 22 cm
= 77 cm
= : = 77 : 22 = 3,5 cm = 35 mm

2

Cie¾om tejto úlohy je upriami� pozornos� �iakov na urèenie správnych då�ok na výpoèet obsahu.

S a v= ·
= 3 · 9
= 27 cm

a

S
S 2

S a v= ·
= 6 · 5
= 30 cm

a

S
S 2

S a v= ·
= 6 · 4 = 8 · 3
= 24 cm

a

S
S 2
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Je obsah tohto rovnobe�níka 70 cm alebo 90 cm ?2 2

Je obsah tohto rovnobe�níka 30 cm alebo 40 cm ?2 2

Vysvetli, preèo obsah tohto rovnobe�níka nie je 99 cm . Je jeho obsah viac alebo menej ako 99 cm ?2 2

8 cm

5
cm

7
cm

10 cm

11 cm

9
cm

9
cm

6 cm

A5
Odpovedz na otázky a svoju odpoveï zdôvodni.

a

b

c

Tu je vhodné pomôc� si
dokreslením pomocného obdå�nika.

Jeho obsah je 70 cm ,
lebo prislúchajúca výška
k strane dĺžky 10 cm má 7 cm.

2

Jeho obsah je 30 cm ,
lebo prislúchajúca výška
k strane dĺžky 5 cm má 6 cm.

2

Lebo ak by to tak bolo,
musel by mať susedné strany
na seba kolmé (bol by to obdĺžnik).
Obsah rovnobežníka je menej ako 99 cm ,
lebo jeho výška je menšia ako 9 cm.

2
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pes è. 1

pes è. 2

pes è. 3

pes è. 4

A1

A2

Peter si na štvorèekový papier kreslil postupnos�
obrázkov psa. Ka�dý ïalší pes v jeho postupnosti
bol väèší ako predchádzajúci.

Lienka sedembodková za svoj �ivot zje v priemere 5 000 vošiek a do�ije sa pribli�ne 100 dní.
�iaci mali napísa� èíselný výraz, ktorý vyjadruje poèet vošiek, ktoré lienka zje za 5 dní.
Vysvetli, èo by �iaci svojimi výrazmi vypoèítali, a rozhodni, èí výraz je správny.

Zisti, pod¾a akých pravidiel Peter kreslil psov
vo svojej postupnosti, a podrobne opíš,
ako by mal vyzera� pes è. 4.
Ako vieš, �e tvoj postup je správny?

Napíš èíselný výraz, pod¾a ktorého
Peter vypoèíta poèet malých štvorèekov
na nakreslenie psa èíslo 6 v tejto postupnosti.
Urè hodnotu tohto výrazu.

a

b

a

5 000 · 5

5 000 : 100 · 5

5 000 : 20

Nina

Marko

Tereza

�iaci mô�u telo opísa�
aj inak, pod¾a toho,
na ktoré èasti si ho rozlo�ia.

Napr. hlava bude štvorec 4 × 4,
predná časť tela s nohami 4 × 5,
stred tela 4 × 1, zadná časť tela s no-
hami rovnaká ako predná, teda 4 × 5,
chvost bude zo 4 štvorčekov.

Z prvých troch obrázkov vidíme, že hlava, stred
tela i chvost majú toľko štvorčekov ako číslo
psa v postupnosti. Predná i zadná časť tela je
o 1 vyššia ako číslo psa, šírka sedí s číslom psa.

Vypočíta koľko vošiek zje za svoj život 5 lienok.
Jej výraz je nesprávny.

Najprv vypočíta počet zjedených vošiek za 1 deň
a potom za 5 dní. Marko napísal správny výraz.

Päť dní je jedna dvadsatina zo 100, takže Tereza počíta,
koľko vošiek zje lienka za dvadsatinu svojho života.
Preto dostane správny výsledok a jej výraz je správny.

P6 = 6 · 6 + 6 · 7 + 6 + 6 · 7 + 6 =
= 36 + 2 · 42 + 2 · 6 = 36 + 84 + 12 = 132

8.3Èíselné výrazy
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A3

A4

Firma vyrába bazény štvorcového tvaru rôznych ve¾kostí.
Dno bazéna je tvorené modrými kachlièkami, okolie
(obvodová èas�) bazéna jedným radom �ltých kachlièiek.

Štvoruholník je rozdelený na štyri menšie obdå�niky, ktorých obsahy sa dajú ¾ahko vypoèíta�.
Rozhodni, èi sú èíselné výrazy vyjadrujúce obsah štvoruholníka správne,
a vysvetli, èo jednotlivé èasti výrazu znamenajú.

Ko¾ko �ltých kachlièiek má bazén, ktorého dno má 25 kachlièiek?

Ko¾ko �ltých kachlièiek má bazén, ktorého dno má 100 kachlièiek?

Ko¾ko �ltých kachlièiek má bazén, ktorého dolná obvodová strana má 6 �ltých kachlièiek?

Ko¾ko �ltých kachlièiek má bazén, ktorého jedna obvodová strana má 20 �ltých kachlièiek?

a

a

b

b

c

d

a

a

(5 + 1) · (4 + 2) = 20 + 10 + 4 + 2 = 1 · 4 + 3 · 4 + 2 · 3 + 3 · 4 = (1 + 3) · (2 + 4)

4

4

2

2

1

3

5
1

Ak štvorcové dno tvorí 25 kachličiek, na jednej strane
je 5 kachličiek. Na „obvod“ potrebujeme 4 · 5 kachličiek
plus 4 rohové kachličky, t. j. 24 žltých kachličiek.

Na jednu stranu potrebujeme 10 kachličiek, na „obvod“ potrebujeme
4 · 10 kachličiek plus 4 rohové kachličky, t. j. 44 žltých kachličiek.

Ak je na dolnej strane obvodu 6 kachličiek, vnútri sú 4 (situácia na obrázku),
teda na obloženie bazéna potrebujeme 4 · 4 + 4 = 20 žltých kachličiek.

Ak je ich 20 na jednej z obvodových strán,
potom treba 2 krajné odobrať (rohy bazéna)
a spolu máme 18 · 4 + 4 rohové = 76 žltých obvodových kachličiek.

Obidva výrazy sú správne.
Na ľavej strane je obsah
veľkého štvorca vyjadrený
ako súčin dĺžok strán,
na pravej ako súčet obsahov
obdĺžnikov, ktoré ho tvoria.

Výraz je nesprávny
na ľavej strane rovnosti,
lebo je tam dvakrát započítaný
žltý obdĺžnik a chýba zelený.

——
1 · 2= 5 · 4 + 5 · 2 + 1 · 4 + 1 · 2
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Teo a Šimon podporujú fínskych hokejistov.
Poprosili preto tetu Elvíru, aby im ušila fínsku vlajku.
Chlapci jej chceli prácu u¾ahèi� – napísali jej, ko¾ko z ktorej látky potrebuje.

A5

Teta Elvíra sa èudovala, ako je mo�né, �e obaja napísali pri bielej látke nieèo iné.
Kto z chlapcov má pravdu? A ako by jej to mali vysvetli�?

Keï Elvíra vypoèítala plochu modrej látky, dostala iné èíslo u Tea ako u Šimona.
Kde nastal problém? Zdôvodni svoju odpoveï a navrhni, ako problém odstráni�.

V ktorých jednotkách sú pravdepodobne rozmery na obrázku? Zdôvodni svoju odpoveï.

Napíš èíselný výraz vyjadrujúci ve¾kos� �ltej látky na švédskej vlajke.

a

b

c

d

a

18

16

11
10

3

2

3
2

5

5

4
4

4
4

10

9

biela: 2 · 5 · 4 + 2 · 4 · 10
modrá: 2 · 3 · 4 + 3 · 18

Teo Šimon

biela: 4 · (18 – 3) · 2
modrá: 3 · 11 + 3 · 18

Obaja určili bielu plochu správne, ale iným spôsobom:
Teo sčítal obsahy dvoch menších (5 · 4) a dvoch väčších obdĺžnikov (4 · 10).
Šimon rozdelil vlajku na tri vodorovné pásy. Stredný (celý modrý) vynechal,
ostali mu dva rovnaké bielo-modré pásy šírky 4.
Ak vynechá modrú časť, pásy majú dĺžku 18 – 3 = 15.

V decimetroch. Keby to bolo v centimetroch alebo v milimetroch,
vlajka by bola príliš malá. Keby to bolo v metroch, bola by príliš veľká.

Napr.: 2 · 16 + 2 · 10 – 2 · 2
16 · 2 + 2 · 4 · 2, teda (16 + 4 + 4) · 2
10 · 2 + 5 · 2 + 9 · 2, teda (10 + 5 + 9) · 2
10 · 16 – 2 · (5 + 9) · 4

Zápis 3 · 18 (modrý vodorovný pás) je u oboch rovnaký.
Šimon k tomu pripočítal celý vertikálny modrý pás, a tak
dvakrát započítal časť, kde sa pásy prekrývajú. Stačí ju teda odpočítať.
Potom hodnota Šimonovho výrazu bude 3 · 11 + 3 · 18 – 3 · 3 = 78,
čo je to isté ako Teova (24 + 54 = 78).
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V škole majú štvorcové stoly. Ak chce viacero
uèite¾ov sedie� spolu, spájajú stoly pod¾a obrázka.

Ko¾ko uèite¾ov mô�e sedie� spolu, ak spojíme 5 stolov?

Ko¾ko uèite¾ov mô�e sedie� spolu, ak spojíme 8 stolov?

Martin, Šimon a Lujza riešili úlohu s 20 spojenými stolmi rôzne.
Dokonèi ich riešenia a zdôvodni, èi s nimi súhlasíš.

Vypoèítaj ko¾ko uèite¾ov by mohlo sedie� spolu, ak by v telocvièni
spojili 100 takýchto stolov. Pou�i Šimonovo riešenie aj Lujzino riešenie.

a

a

a

a

a

b

c

d

A6 1 stôl 2 stoly 3 stoly

Šimon

Martin

Lujza

Stolov
Stoličiek

1
4

+ 2 + 2 + 2

2
6

3
8

4
10

...

...

Počet stoličiek sa stále zväčšuje o 2,
preto pri 20 stoloch bude 4 + (2 + 2 + … + 2) =
= stoličiek.

Každý pridaný stôl
znamená o dve stoličky navyše.
Na krajoch sú dva stoly s 3 stoličkami
a vnútri zvyšné stoly – každý s dvoma stoličkami.
Pri 20 stoloch bude spolu stoličiek.

Ak sú spojené 2 stoly, je tam 6 stoličiek.
Pri 20 spojených stoloch bude 10-krát viac stoličiek
ako pri 2 stoloch, teda stoličiek.

Tu si �iaci mô�u pomôc�
náèrtom alebo tabu¾kou.

Aj tu pomô�e
náèrt alebo tabu¾ka.

Pri 5 stoloch môže spolu sedieť 12 učiteľov.

Pri 8 stoloch môže spolu sedieť 18 učiteľov.

Šimon: 4 + 99 · 2 = 4 + 198 = 202 stoličiek
Lujza: 2 · 3 + 98 · 2 = 6 + 196 = 202 stoličiek

Šimonovo riešenie
je správne.

Lujzino riešenie
je správne.

Martinovo nie je
správne, lebo keby bol
počet stoličiek priamo
úmerný počtu stolov,
tak pri 4 stoloch by bol
dvojnásobok stoličiek
ako pri 2 stoloch,
teda 2 · 6 = 12.
A 12 stoličiek je
pri 5 stoloch (úloha a)).

Cie¾om úlohy je diskutova�
so �iakmi o rôznych rieše−
niach, nájs� chybu v Mar−
tinovej úvahe a pochopi�
Šimonovo i Lujzino riešenie.
Tieto dve riešenia potom
treba pou�i� v úlohe d).

4 + (19 · 2) = 4 + 38 = 42

2 · 3 + 18 · 2 = 42

6 · 10 = 60
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Napíš svoj dátum narodenia. Deò narodenia vynásob dvoma a potom desiatimi.
K výsledku pripoèítaj èíslo 73 a získané èíslo vynásob piatimi.
Potom pripoèítaj mesiac narodenia a od celkového výsledku odpoèítaj èíslo 365.

A7

Aký výsledok dostaneš?

Rovnaký postup pou�i aj pre dátum narodenia tebe blízkej osoby. Aký výsledok dostaneš?

Klára sa narodila 23. mája. Aký výsledok dostane?

Ak nieèí dátum narodenia je v tvare ., kde oznaèuje deò narodenia a mesiac narodenia,
ako bude vyzera� výraz s premennými a opisujúci tento výpoèet?

d.m d m
d m

Tento trik by sme mohli pou�i� aj na ohúrenie známych, ktorí trik nepoznajú –
mohli by sme uhádnu� ich dátum narodenia iba na základe výsledného èísla.
Teraz však výsledok triku príliš zjavne pripomína dátum narodenia. Ktorý krok v triku mô�eme
vynecha�, aby sme stále pod¾a výsledku vedeli urèi� dátum narodenia? Zdôvodni svoj návrh.

Výraz zjednoduš a vysvetli, ako trik funguje.

a

b

c

d

e

f

a

Ema skladala stromèeky zo zápaliek.
A8

Opíš, ako vyrobí stromèek è. 5 zo stromèeka è. 4.

Vyplò tabu¾ku o poète zápaliek v jednotlivých stromèekoch.

Èíslo stromèeka

Poèet zápaliek

Ko¾ko zápaliek bude potrebova� na stromèek èíslo 10?

Ko¾ko zápaliek bude potrebova� na stromèek èíslo 33?

Ema oznaèila písmenom èíslo stromèeka v tejto postupnosti.
Poèet zápaliek potrebných na jeho poskladanie oznaèila písmenom .
Napíš výraz, pomocou ktorého urèí poèet zápaliek
potrebných na poskladanie stromèeka èíslo .

s
z

s

a

b

c

d

e

a

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4

Napr. pre dátum 20.02. dostaneme [(20 · 2) · 10 + 73] · 5 + 2 – 365 = 2 002

Tak ako aj v a), výsledok bude dátum narodenia bez bodiek.

2 305

( · 2 · 10 + 73) · 5 + – 365d m

( · 2 · 10 + 73) · 5 + – 365 = (20 + 73) · 5 + – 365 = 100 + 365 + – 365 =
= 100 + , z čoho je vidieť, že násobenie 2, 10 a 5 je účelné, aby sme dostali
100-násobok dňa narodenia a 73 · 5 sa „vynuluje“ s 365. Zostane len
100-násobok dňa a k nemu pripočítaný mesiac narodenia.

d m d m d m
d m

Môžeme vynechať posledný krok – odčítanie čísla 365.
Kamarát by nám povedal výsledok, od ktorého by sme si tajne
odpočítali 365 a vedeli by sme hneď dátum jeho narodenia.
Napr. pre dátum 20.02. dostaneme [(20 · 2) · 10 + 73] · 5 + 2 = 2 367, 2 367 – 365 = 2 002.

Na vrch stromčeka č. 4 pridá „trojuholník“
z 3 zápaliek.

1 + 10 · 3 = 31 zápaliek
1 + 33 · 3 = 100 zápaliek

z s= 1 + · 3

4 7 10 13 16 19
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Po obvode štvorca je v rovnakých rozostupoch umiestnených nieko¾ko bodiek.
A9

Nakresli tri rôzne spôsoby, ako zisti� poèet všetkých bodiek bez toho, aby ich bolo treba po jednej poèíta�.

Vyjadri èíselným výrazom poèet bodiek prislúchajúci ku ka�dému spôsobu.

Dostaneš v�dy rovnaký výsledok? Preèo?

Ako by sa zmenili tvoje èíselné výrazy,

– keby bol poèet bodiek pozdå� jednej strany štvorca 15?

– keby bol poèet bodiek pozdå� jednej strany štvorca 100?

– keby sme oznaèili poèet bodiek pozdå� jednej strany štvorca písmenom ?b

Keby bolo po obvode nejakého štvorca spolu 80 bodiek, ko¾ko by ich bolo pozdå� jeho jednej strany?

Existuje štvorec, okolo ktorého by bolo spolu 85 bodiek? Zdôvodni svoju odpoveï.

a

b

c

d

e

f

a

�iaci mô�u prís�
aj s inými stratégiami.
Nakreslite spoloène
všetky na tabu¾u.

Riešenie vychádza
z prostrednej stratégie v èasti a).
Riešenie je závislé
od zvolenej stratégie.

2 · 10 + 2 · 8 (= 36)

2 · 15 + 2 · 13

2 · 100 + 2 · 98

2 · + 2 · ( – 2)b b

4 · 8 + 4 (= 36)

4 · 13 + 4

4 · 98 + 4

4 · ( – 2) + 4b

4 · 9 (= 36)

4 · 14

4 · 99

4 · ( – 1)b

80 – 4 = 76 (odoberieme bodky v rohoch)
76 : 4 = 16 (bodky vnútri 4 strán, bez krajných)
Na jednej strane by bolo 18 bodiek (16 + 2 krajné).

Nie, lebo počet bodiek musí byť deliteľný číslom 4.
Máme 4 rohy a 4 strany a na každej strane je rovnaký počet bodiek.

Áno, lebo stále počítame tie isté bodky,
len ich zoskupujeme iným spôsobom.
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Číslo obrázka
Počet kamienkov

1
5

+ 4 + 4 + 4

2
9

3
13

4
17

...

...

Matilda si zo zvyšných kamienkov z diamantového ma¾ovania vyskladala postupnos� troch obrázkov.
A10

Dokresli obrázok èíslo 4 tak, aby sa hodil do Matildinej postupnosti.

Vysvetli, ako Matildina postupnos� rastie.

Matilda chcela vedie�, èi bude ma� dos� kamienkov aj na obrázok èíslo 10.
Poprosila teda svojich bratov, aby jej pomohli s výpoètom.
Èí postup sa ti zdá lepší a preèo?

Bratia jej napísali aj vzorec, ktorým nájde poèet kamienkov pre ¾ubovo¾ný obrázok èíslo .
Vysvetli, èo znamenajú jednotlivé písmená a èísla v ich vzorcoch.

n

Existuje v Matildinej postupnosti obrázok, ktorý obsahuje 101 kamienkov? Ako to vieš?

a

b

c

d

e

a

Ondrej

Ondrej:

Erik:

Počet kamienkov
sa stále zvyšuje o 4, stačí

teda k 5 kamienkom z prvého
obrázka pripočítať
4 kamienky 9-krát.

Potrebuješ
5 + 4 · 9 = 5 + 36 = 41

kamienkov.

Každý tvoj
obrázok má štyri ramená

a jeden fixný kamienok v strede.
Ramená majú takú dĺžku,

ako je číslo obrázka.

Na obrázok
číslo 10 budeš potre-
bovať 4 · 10 + 1 = 41

kamienkov.

k n= 5 + ( – 1) · 4

k n= 4 · + 1

Erik

�iaci porovnajú postupy, oba sú správne.

Každé zo 4 ramien je v nasledujúcom obrázku o 1 kamienok dlhšie.

4 .... 4 ramená po kamienkov
1 ...... jeden kamienok v strede
n n

Áno, lebo ak si odmyslíme stredný kamienok, zostaneme nám 100 kamienkov.
Tie sú rozdelené do 4 rovnako dlhých ramien s dĺžkou 100 : 4 = 25.
Toľko kamienkov má teda obrázok číslo 25.

5 ................. počet kamienkov v obrázku 1
( – 1) · 4 .... pridáme ( – 1)-krát po 4 kamienkyn n
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A11
Poèas leteckej šou letí letka lietadiel vo W-formácii.

1 2 3

Opíš, ako sa zväèšuje poèet lietadiel vo W-formácii.

Doplò tabu¾ku.

Ko¾ko lietadiel by bolo v W-formácii èíslo 10?

Ko¾ko lietadiel by bolo vo W-formácii èíslo 25?

Napíš výraz, ktorý urèuje poèet lietadiel vo W-formácii èíslo . Vysvetli, ako ho dostaneš.l n

a

b

c

d

e

a

1
5

2 3
13

4 5 6

�iaci diskutovali, èi existuje W-formácia, v ktorej by bolo 75 lietadiel. S kým súhlasíš a preèo?f

Taká formácia
nemôže existovať, pozri

sa do tabuľky.

Počet lietadiel
je vždy o 1 viac ako
násobok štvorky.

Keď od 75
odoberieš 1,

máš 74 a to nie je
deliteľné 4.

Julka

Milan

Boris

Èíslo W-formácie

Poèet lietadiel

l =

Môže existovať,
veď šiesta W-formácia má

25 lietadiel a 75 je trikrát 25.
Takže stačí 6

vynásobiť tromi.

Veď sme vypočítali,
že 10. formácia má

41 lietadiel, a keď počítaš
ďalej, máš 45, 49, 53, 57,

61, 65, 69, 73, 77. Takže
neexistuje!

25 + 4 + 4 + 4 + 4 = 25 + 16 = 41
alebo 4 · 10 + 1 = 41

Každé zo štyroch ramien W-formácie
má o 1 lietadlo viac ako v predchádzajúcej formácii.

5 + 24 · 4 = 5 + 96 = 101
alebo 4 · 25 + 1 = 101

5 + 4 · ( –1)n
5 lietadiel v 1. formácii,
potom pridávame 4 lietadlá,
ale len ( – 1)-krátn

l n= 1 + 4 ·
1 hlavné lietadlo
v strede a 4 ramená
po lietadieln

9 17 21 25

�iaci mô�u pou�i� rôzne stratégie, napr. ,
�e sa poèet lietadiel stále zväèšuje o 4. Mô�u teda zaèa�
6. formáciou a k nej štyrikrát pripoèíta� po 4 lietadlá.
Alebo si uvedomia, �e ka�dá formácia má tvar písmena W,
pozostáva zo 4 „ramien“ a v ka�dom je to¾ko lietadiel,
aké je èíslo formácie, plus jedno hlavné lietadlo v strede.

z tabu¾ky zistia

�iaci mô�u prís�
aj s inými návrhmi,
po úprave by to však
malo by� l n= 4 · + 1.

Milan i Julka majú pravdu.
Milanovo riešenie je formálnejšie,
ale aj Julkino je správne.

So �iakmi mô�eme diskutova�,
ktoré riešenie je efektívnejšie.
Napr. èo ak by sme mali zisti�,
èi existuje formácia
s 321 lietadlami?
Tu by u� Julkina stratégia
bola príliš zdåhavá.

65Èíselné výrazy



Slanèíkovci chcú prema¾ova� plot na chalupe.
Patrik a Jasmína sa ponúkli, �e èas� plota natrú.
Chceli ale najprv vedie�, ko¾ko dostanú zaplatené.
Pán Slanèík povedal: „Zále�í na tom, akú då�ku
plota natriete. Za jednu latku vám dám 0,70 eura.“

då�ka 1 då�ka 2 då�ka 3
Preštuduj si Patrikov
i Jasmínin postup, ako
chceli urèi� poèet latiek
pre ¾ubovo¾nú då�ku plota.

A12

Èí postup je správny? Zdôvodni svoju odpoveï.

Ko¾ko latiek bude v plote då�ky 19? Poèítaj oboma spôsobmi.

Ko¾ko eur dostane Patrik, ak nama¾uje plot då�ky 12, a ko¾ko Jasmína, ak nama¾uje plot då�ky 14?

a

b

c

a

Patrikov spôsob: Jasmínin spôsob:

Patrik Jasmína

d
d
d

= 2 + 2 = 2 · + ( + 1) = 4
= 2 · 2 + 3 = 2 · + ( + 1) = 7
= 2 · 3 + 4 = 2 · + ( + 1) = 10

d = 2 · + ( + 1)

1

2

3

1 1
2 2
3 3

n n n

d
d
d

= 3 · + 1 = 4
=
=

3 · + 1 = 7
3 · + 1 = 10

= 3 · + 1d

1

2

3

1
2
3

n n

Plot vieme vždy rozdeliť
na niekoľko rovnakých úsekov.
V strede je stále kríž z dvoch latiek,
po krajoch kríža sú vertikálne latky.
Tých je vždy o 1 viac ako dĺžka plota.
Pre ľubovoľnú dĺžku
bude krížov, teda 2 · latiek
a po krajoch krížov o 1 latku viac
ako dĺžka plota, teda + 1.

n
n n

n

Každý úsek vždy pozostáva
akoby z rímskeho čísla IX (deväť),
teda z 3 latiek a potom
buď nasleduje ďalší „Riman“
alebo ukončenie vertikálnou latkou.
Pre ľubovoľnú dĺžku
bude rímskych deviatok,
teda 3 · latiek
a na koniec ešte jedna latka.

n
n

n

Oba postupy sú správne. Obaja započítali všetky latky a každú len raz.
Rozdiel bol v spôsobe, akým plot „rozobrali“ na menšie, opakujúce sa kusy.

Patrik dostane:

Jasmína dostane:

d

d

12

14

= 3 · 12 + 1 = 36 + 1 = 37 latiek

= 3 · 14 + 1 = 42 + 1 = 43 latiek

37 · 0,70 = 25,90 eura

43 · 0,70 = 30,10 eura

d19 = 2 · 19 + (19 + 1)
= 38 + 20 = 58 latiekd19

d19 = 3 · 19 + 1
57 + 1 = 58 latiekd19 =
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V bonboniére sú dva druhy cukríkov –
okrúhle dukátiky a štvorcové .
Rozmery krabice urèujú, ko¾ko je
v bonboniére radov a ståpcov dukátikov.

karamelky

2×2 2×4 3×5

A13

Vymysli spôsob, ako urèíš, ko¾ko karameliek
je v ¾ubovo¾nej takejto bonboniére.
Zdôvodni, preèo je tvoj spôsob správny.

Keby bol rozmer krabice × , ko¾ko by tam bolo dukátikov a ko¾ko karameliek?m n

Ko¾ko cukríkov spolu je v bonboniére s rozmermi 5×6?

Dorotka tvrdí, �e mali doma presne takúto bonboniéru a bolo v nej 12 karameliek.
Aké mohla ma� bonboniéra rozmery? Zdôvodni svoju odpoveï.

a

d

b

c

a

V diskusii porovnajte spôsoby �iakov.

Dukátikov:
Karameliek:

Dukátikov ...... 5 · 6 = 30
Karameliek .... 4 · 5 = 20
Spolu .............. 20 + 30 = 50 Spolu je v takejto bonboniére 50 cukríkov.

Číslo 12 zapíšeme ako súčin 2 čísel,
lebo karamelky sú usporiadané v radoch a stĺpcoch.
Existujú len 3 možnosti pre počet riadkov a stĺpcov karameliek;
rozmery krabice sú od počtu riadkov a stĺpcov karameliek o 1 väčšie.
12 = 1 · 12
12 = 2 · 6
12 = 3 · 4

rozmery krabice: 2 × 13 alebo 13 × 2
rozmery krabice: 3 × 7 alebo 7 × 3
rozmery krabice: 4 × 5 alebo 5 × 4

m n
m n

×
( – 1) × ( – 1)

Karamelky sú vždy v riadku medzi dukátikmi.
Pri 2 radoch dukátikov máme len 1 riadok s karamelkami,
pri 3 radoch dukátikov len 2 rady karameliek...
Preto je počet riadkov karameliek vždy o 1 menší
ako počet radov dukátikov (prvý rozmer krabice). To isté platí pre stĺpce.
Preto pri rozmere krabice 3 × 5 je karameliek 2 · 4 = 8.
Ak by bol rozmer krabice napr. 5 × 7, karameliek by bolo 4 · 6 = 24.
A ak sú všetky bonboniéry navrhnuté podľa tohto princípu,
tak náš postup na výpočet platí pre všetky rozmery (viď obrázok).
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�iaci mali urèi�, ko¾ko zápaliek potrebujú na poskladanie radového domu v -tom obrázku.
Laura napísala výraz:
Majo napísal:
Nela im na to povedala: „Niekto z vás to nemá dobre, veï máte rôzne odpovede!“

n

Má Nela pravdu? Vysvetli to.

Skús vysvetli�, ako svoj výraz dostala Laura a ako Majo.
Èo znamenajú èísla a premenné v ich výrazoch v súvislosti s obrázkami?

a

b

a

Obrázok 3Obrázok 2Obrázok 1

Obr. 1 Obr. 3Obr. 2 Obr. 4

z n
z n

= 5 + ( – 1) · 4
= 4 · + 1

A14

Napíš výraz vyjadrujúci poèet bodiek v obrázku èíslo v postupnosti na obrázku.
Vysvetli, èo znamenajú jednotlivé písmená a èísla v tvojom výraze.

b n
A15

Laura najprv použije 5 zápaliek na prvý domček
a potom ďalšie domčeky pripája k prvému.
Na každý ďalší potrebuje už len 4 zápalky.
„Pripájacích“ domčekov je o 1 menej ako číslo obrázka ,
preto potrebuje spolu 5 + 4 · ( – 1) zápaliek.

n
n

Majo vidí, že obrázok číslo
pozostáva z domčekov bez pravej steny.
Na každý taký neúplný domček potrebuje 4 zápalky,
na takých domčekov 4 · zápaliek.
Posledný domček v rade musí uzatvoriť 1 zápalkou,
spolu preto potrebuje 4 · + 1 zápaliek.

n
n

n n

n

b n

n n

= 1 + 3 ·
Modré bodky tvoria obdĺžnik, ktorého šírka
je stále 3 a výška sa mení v závislosti
od čísla obrázka , preto je modrých bodiek 3 · .
Číslo 1 predstavuje čiernu bodku navrchu.

Nemá pravdu, lebo ak Laurin výraz upravíme,
dostaneme taký istý výraz, ako napísal Majo.

= 5 + ( – 1) · 4 = 5 + 4 – 4 = 4 + 1z n n n

5

5

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4 1
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a
Daný je štvorec so stranou då�ky . Vysvetli, ako treba štvorec rozdeli� zvislými
alebo vodorovnými èiarami na zhodné èasti tak, aby jedna jeho èas� mala obsah:

a

Nakresli postupnos� prvých troch obrázkov, ktoré zodpovedajú výrazu
= 2 + 2, kde je poèet vyfarbených štvorèekov v obrázku èíslo .s n s n

A16

A17

S a= · —

S = — · —

S =  — · —

a

a

a

a

b

c

a
2

a
3

a
3

a
3

a
2

Obsah je vyjadrený ako súčin dvoch rôznych dĺžok,
preto útvar bude mať tvar obdĺžnika a každý činiteľ
bude predstavovať dĺžku jednej jeho strany.
Dĺžka zodpovedá napr. vodorovnému rozmeru štvorca,

/2 je potom polovica z výšky štvorca.
a

a

Obsah je vyjadrený ako súčin dvoch rovnakých dĺžok,
preto útvar bude mať tvar štvorca, ktorého strana je /3.
Oba rozmery pôvodného štvorca treba rozdeliť
na tri rovnaké časti – vznikne tak 9 zhodných častí
a každá z nich má požadovaný obsah.

a

Činitele sú opäť rozdielne, čiže hľadaný útvar
je obdĺžnik s rozmermi /2 a /3.
„Výšku“ štvorca teda rozdelíme na tretiny
a jeho šírku na polovicu (alebo naopak).
Vznikne tak 6 rovnakých častí,
každá s požadovaným obsahom.

a a

—

—

a
2

a
2

a

—

—

—

—

—

—

—

—

—

— —

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
3

a
2

a
3

a
2

a
3

a
3

�iaci mô�u nakresli� rôzne obrázky.
Nakreslite ich na tabu¾u a diskutujte,
èi sú všetky správne a preèo, prípadne,
ako by museli obrázky zmeni�,
keby sa èísla vo výraze zmenili.

Príklady riešenia
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A2

A3

Útvar na obrázku pozostáva z rovnostranných trojuholníkov –
z troch malých a z jedného ve¾kého. Urè obvod tohto útvaru,
ak vieš, �e strana malého trojuholníka meria 5,5 cm.

Bez akýchko¾vek výpoètov urè, ktorý z útvarov a má väèší obvod. Svoju odpoveï zdôvodni.SIO ITKO

Keďže je trojuholník ,
jeho obvod vypočítame ako ,
kde je strana i štvorca. Preto = = 17 cm.
Obvod štvorca vypočítame ako = , teda = 4 · 17 = .

a a
o o

A1
Vnútri štvorca je rovnostranný trojuholník. Obvod trojuholníka je 51 cm.
Peter a Milica h¾adajú obvod štvorca.
Dopíš chýbajúci text v ich riešeniach tak, aby riešenie mali obaja správne.

S

O K

TI

Každá strana tohto trojuholníka je
ako strana štvorca.
Štvorec má ale o stranu viac ako trojuholník.
Preto stačí k obvodu trojuholníka pripočítať ešte

, čo je jedna obvodu trojuholníka.
Dostaneme preto 51 + — · 51 = .1

3

Keďže všetky trojuholníky sú rovnostranné,
strana väčšieho trojuholníka musí byť
dvojnásobok strany menšieho, teda meria 11 cm.
Potom obvod útvaru je 2 · 11 + 3 · 5,5 = 22 + 16,5 = 38,5 cm.

Trojuholník a obdĺžnik majú jednu stranu spoločnú, teda
rovnako dlhú. „Spodná“ strana je rovnako dlhá u oboch.
Stačí teda rozhodnúť, či strana je dlhšia
ako zvyšné dve strany obdlžníka. Podľa trojuhol-
níkovej nerovnosti vieme, že | |<| |+| |.
Zároveň platí, že| |=| |=| |a| |=| |.
Preto | |<| |+| |.
Preto má obdĺžnik väčší obvod ako trojuholník.

SO

SO SI IO
SI IT OK IO TK

SO OK TK

rovnako dlhá
každá

jednu

dĺžku jednej jeho strany tretina
51 + 17 = 68 cm

rovnostranný
o a= 3 ·

trojuholníka 51 : 3
4 · a 68 cm

8.4Obvodaobsah trojuholníka
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A4

A5

A6

Rovnoramenný trojuholník má základòu då�ky 4 cm a ramená neznámej då�ky .
Rozhodni, èi obvod tohto trojuholníka vyjadrili Tina a Tomáš správne. Zdôvodni svoju odpoveï.

m

Juro vypoèítal obsah trojuholníka na obrázku. Je jeho riešenie správne? Zdôvodni svoju odpoveï.

Katka hovorí: „Ak chceš vypoèíta� obsah rovnoramenného trojuholníka,
musíš urèi� polovicu základne a tú vynásobi� výškou.“

Sofia hovorí: „Najprv musíš vynásobi� základòu a výšku a a� potom to celé vydeli� dvoma.“

Èí návod je správny? Preèo?

Aký ïalší správny návod by ešte mohli dievèatá vyslovi�?

a

b

a

Tina

Tomáš

o m m
o m

= 4 + +
= 4 + 2

o m m
o m

= 4 + +
= 4 + 1 + 1
= 6

m
o m

12 · 4,8 = 57,6
57,6 : 2 = 28,8
Obsah trojuholníka je 28,8 cm .2

12 cm

4,
8

cm
Tinin postup je správny –
keďže trojuholník je rovnoramenný,
ramená majú spolu dĺžku 2 .

Tomášov postup je síce správny,
ale výsledok nie –
pomiešal čísla a premenné.

m

Riešenie nie je správne,
lebo stranu musí vynásobiť
výškou na túto stranu a výšku nepozná.
Jeho postup funguje iba
v pravouhlom trojuholníku.

Oba návody sú správne,
pretože — · je to isté ako ——, keďže — = — = ——.

Dá sa to zdôvodniť aj geometricky:
Ak máme obdĺžnik so stranami a ,
vynásobením — dostaneme obsah
polovice tohto obdĺžnika.
V druhom prípade vynásobíme · , čo je obsah celého obdĺžnika.
Výsledok vydelíme dvoma, čím taktiež dostaneme obsah polovice obdĺžnika.

v v

a v
v

a v

· · —

·

Základňu stačí vynásobiť polovicou výšky, t. j. · —.a

— —a
2

v
2

a
2

a
2

v
1

a · v
2

a · v
2

a

v v

a
2

a
2

a
2
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Tina a Tomáš rysovali trojuholníky. Kto z nich má pravdu? Zdôvodni svoju odpoveï.

Zuzka porovnávala obsahy èerveného a zeleného trojuholníka. Povedala:
„Obsah èerveného trojuholníka je štyrikrát väèší ako obsah zeleného,
lebo jedna jeho strana je štyrikrát väèšia ako strana zeleného trojuholníka.“
Má pravdu? Zdôvodni svoj názor.

Kam musíme premiestni� bod aby vznikol
trojuholník s rovnakým obsahom a

E,

A7

A8

A9

bol pravouhlý?

bol rovnoramenný so základòou ?CD

a

b

a

V mojom trojuhol-
níku jedna strana meria
240 mm a prislúchajúca
výška 2 cm, takže jeho

obsah je 48 cm .2

Môj trojuholník
má obsah 800 cm

a výška meria 0,4 m, takže
prislúchajúca strana

meria tiež 0,4 m.

2

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

y

–1

–2

–3

–4

C

E

D

x

Existuje
viacero riešení?

6
cm

5 cm

30 mm

20
cm

a
v
S a v

= 240 mm = 24 cm
= 2 cm
= ( · ) : 2 = (24 2) : 2 = 24 cm

a

a · 2

Tomáš má pravdu. Tina nie, lebo zabudla obsah vydeliť číslom 2.

Nemá pravdu,
lebo obsah červeného trojuholníka
je (3 · 20) : 2 = 30 cm
a obsah zeleného trojuholníka je (5 · 6) : 2 = 15 cm .

2

2

Aby sa nezmenil obsah trojuholníka, musíme
zachovať vzdialenosť bodu od priamky ,
teda jeho výšku. Preto sa -ová súradnica bodu
nemôže zmeniť. Zároveň musí mať trojuholník
pravý uhol – buď pri vrchole , alebo pri .
Vyhovujú teda body [2, 4] a [6, 4].
Ďalšou možnosťou je zobraziť tieto body súmerne
podľa priamky , čo sú body [2, –2] a [6, –2].

E CD
y E

C D

CD

Trojuholník bude rovnoramenný, ak bod
bude mať rovnakú vzdialenosť od bodu aj .
To nastane, ak bude ležať na osi úsečky .
Aby sa obsah nezmenil, musí od úsečky
ostať rovnako ďaleko.
Preto musí mať súradnice [4, 4] alebo [4, –2].

E
C D
CD
CD

S
v
a S v

= 800 cm
= 0,4 m = 40 cm

= 2 : = 1 600 : 40 = 40 cm = 0,4 m

2

a

a

E1

E3

E2

E4
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A10
Soòa nebola celý tý�deò v škole pre chorobu.
Od spolu�iaèky Majky si odpisovala poznámky z matematiky a bol tam aj takýto príklad:

Soòa vôbec nerozumie, akým spôsobom Majka na tieto vzorce prišla. Vysvetli jej to.

Zapíšte vz�ah na výpoèet obsahu trojuholníka vyznaèeného vo štvorci so stranou då�ky .a

S = —–– S = —–– S = —–— · 2
–– · a a · ––a a·

2 2 2

a
3

a
2

A11
Trojuholník , ktorého obvod je 48 cm, je umiestnený
do obdå�nika . Oliver tvrdí, �e obsah trojuholníka
je urèite viac ako 100 cm . Má pravdu? Ako to vieš?

MOC
OCE¼ MOC

2

O

¼ M E

C

8
cm

17 cm

10
cm

Obsah trojuholníka vypočítame tak, že vynásobíme jeho stranu s prislúcha-
júcou výškou a výsledok vydelíme dvoma (trojuholník má polovičný obsah
rovnobežníka s rovnakými rozmermi dvoch jeho strán). Na obrázku teda
treba hľadať strany a prislúchajúce výšky, ktorých veľkosti poznáme.

Najprv treba určiť dĺžku úsečky
z obvodu trojuholníka :

| | = 48 – | |–| |

OC
MOC

OC OM MC
| | = 48 – 10 – 17 = 21 cm

Teraz už poznáme dĺžku základne trojuholníka
aj príslušnú výšku, vieme vypočítať jeho obsah:

OC

= —————– = ——– = 84 cmS 2

84 < 100, preto Oliver nemá pravdu.

| |·| |
2

OC OĽ 21 · 8
2

—

— — —a

aa

a
2

a
3

a
3

a
3

a

S = —–– S = —–– S = —–— · 2

2 rovnaké
trojuholníky–– · a a · ––a a·

2 2 2

a
3

a
2
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A2
Rišo si vystrihol dva lichobe�níky rovnakých rozmerov, jeden z nich je
na obrázku vyznaèený modro. Chce si vystrihnú� ešte jeden trojuholník
alebo štvoruholník tak, aby vedel zo všetkých troch útvarov zlo�i� štvorec.
Ko¾kými rôznymi spôsobmi mô�e k sebe prilo�i� dva lichobe�níky tak,
aby sa dali tretím útvarom doplni� na štvorec? Vysvetli svoj postup.

A1
V náèrtku je jedna då�ka zadaná . Nájdi ju, zdôvodni, preèo je nesprávne a nnesprávne avrhni opravu.

b

a

9 cm

3 cm

5 cm

A B

CD

70° 70°

4
cm

3
cm

3,
5

cm

8 cmK L

MN

Lichobežníky
sa môžu otáčať

aj preklápať.

Rišo má tri rôzne možnosti priloženia lichobežníkov.
Snažíme sa vytvoriť čo najviac pravých uhlov a zabezpečiť zhodné dĺžky.

4.
Lichobežníky k sebe
priložíme dlhšími
ramenami tak, aby vzniklo
symetrické „L“ s pravými uhlami
a zhodnými dĺžkami.

5., 6.
Lichobežníky k sebe priložíme
kratším ramenom. Vznikne
kosodĺžnik alebo rovnoramenný
lichobežník, jedným útvarom
ich nevieme doplniť na štvorec.

Štvorec vznik-
ne doplnením menšieho štvorca.

1.
Lichobežníky k sebe prilo-
žíme kratšími základňami.
Zabezpečíme tak 2 pravé
uhly a tri zhodné strany.
Štvorec vznikne
doplnením trojuholníka.

2.
Lichobežníky k sebe prilo-
žíme dlhšími základňami.
Vznikne „domček“.
Jedným trojuholníkom
ani štvoruholníkom ho
na štvorec nevieme doplniť.

3.
Lichobežníky k sebe priložíme dlhšími
ramenami tak, aby vznikol obdĺžnik.
Ten sa vždy dá doplniť na štvorec,
stačí doplniť vhodný obdĺžnik.

Chybne zadaná je niektorá zo strán trojuholníka
, pretože 5 + 3 < 9 a je teda porušená trojuhol-

níková nerovnosť. Opraviť možno dĺžku ľubovoľnej
strany trojuholníka , len treba overiť trojuhol-
níkovú nerovnosť pre všetky dvojice strán.

ABC

ABC

Nesprávne zadaná je| |alebo| |, lebo licho-
bežník má pri základni dva zhodné uhly a je
teda rovnoramenný. Preto jeho ramená musia mať
rovnakú dĺžku. Oprava: 1. možnosť: | |= 4 cm

2. možnosť: | |= 3,5 cm

KN LM

KN
LM

KL

8.5Lichobe�ník
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· I + · D = · Y

Simona našla na internete iné odvodenie vzorca na výpoèet obsahu lichobe�níka ne� to,
ktoré sa uèili v škole. Sna�ila sa pochopi�, èo obrázok ukazuje a ako sa k vzorcu dopracova�.
Preskúmaj obrázok aj ty. Opíš, èo sa s lichobe�níkom deje, a ako mo�no k vzorcu dospie�.

A3

S = ————( + ) ·
2

a c v

Dano rozdelil obdå�nik na obrázku na 6 rôznych útvarov,
vypoèítal ich obsahy a tie nazval , , , , , .H Y B R I D

A4

Má pravdu, keï tvrdí, �e + = ?
Zdôvodni svoju odpoveï.

H B R

Doplò prirodzené èísla do Danovej rovnosti tak, aby bola pravdivá.b

a H Y

RID

B

10 cm

3 cm4 cm 8 cm

8
cm

12
cm

5 cm

c

a

d b

A A AB B B C D’

D’
C CD DD

a c

vvv

c

a

( + ) ·
2

a c v

Z lichobežníka odstrihli trojuholník – strihali priamo od vrcholu do stredu
strany . Trojuholník potom otočili a prilepili k zvyšnej polovici strany .
Keďže základne sú v lichobežníku rovnobežné, preklopená strana bude
pokračovať presne rovnakým smerom ako strana .
Dostaneme tak veľký trojuholník so základňou dĺžky ( + ).
Výška je v trojuholníku rovnaká ako v lichobežníku.
Obsah trojuholníka je teda = ————, čo je vlastne obsah lichobežníka,
pretože sme žiadnu plochu neodstránili, ani nepridali – iba sme ju premiestnili.

D
b b

c
a

a c
v

S

H = ————– = 17 · 2 = 34 cm2

R = ———— = 13 · 4 = 52 cm2

B = ——– = 6 · 3 = 18 cm2

(7 + 10) · 4
2

(5 + 8) · 8
2

12 · 3
2

Vypočítame obsahy
lichobežníkov ( , ) a trojuholníka ( ).H R B

H B R+ = 34 + 18 = 52 cm =
Dano má pravdu.

2

Najprv vypočítame obsahy obdĺžnikov ( , ) a rovnobežníka ( ).I D Y
I = 3 · 8 = 24 cm2 D = 4 · 8 = 32 cm2 Y = 5 · 4 = 20 cm2

Keďže je násobkom čísla 10, potrebujeme nájsť také násobky a ,
ktorých súčet sa bude tiež končiť na nulu. Hodnotu v modrom rámiku
potom vždy vieme doplniť tak, aby rovnosť platila.
Riešení je viacero, napr. 2 + 1 = 4 , 1 + 3 = 6 , 4 + 2 = 8 …

Y I D

I D Y I D Y I D Y

2 1 4

4
cm

3 cm

Ak je riešením nejaká trojica (napr. 2, 1, 4),
tak aj ka�dý jej násobok je riešením (napr.  4, 2, 8).
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A5

A6

Ktoré dva z útvarov A, B, C, D, E
na obrázku majú rovnaký obsah?
Zdôvodni svoju odpoveï.

Samo povedal: „
“ Má pravdu? Preèo?

Nemusím niè poèíta�! Staèí, keï si napíšem då�ku základne ka�dého trojuholníka,
k tomu súèty då�ok základní ka�dého lichobe�níka a tieto èísla porovnám.

a

b

Vzniknutý rovnobe�ník je kosodå�nik.

Obsah vzniknutého rovnobe�níka je dvojnásobkom obsahu vzniknutého trojuholníka.

Všetky vzniknuté trojuholníky sú navzájom zhodné.

Vzniknutý lichobe�ník je rovnoramenný.

Pretože

Pretože

Pretože

Pretože

a

d

b

c

áno – nie

áno – nie

áno – nie

Z rovnako dlhých zápaliek sme vytvorili útvar na obrázku.
Keï z tohto útvaru odoberiem jednu alebo dve vnútorné zápalky,
dostanem buï rovnobe�ník a trojuholník, alebo lichobe�ník.
Zisti, ktoré tvrdenia platia pre jednotlivé prípady.

A B C D E

160 17060

80 100 180 30

Tu žiadne
zápalky neodo-

berieme.

áno – nie

S vA = ——– = 40

S vC = —————– = 80

S vB = ——— = 80

S vE = —————– = 100S vD = ——— = 90

80 ·
2

v

(100 + 60) ·
2

v

160 ·
2

v

(30 + 170) ·
2

v180 ·
2

v

Označme výšku veľkého obdĺžnika .
Potom

v

Rovnaký obsah majú trojuholník a lichobežník .B C

Má pravdu, lebo výška je vo všetkých útvaroch rovnaká
a ich obsah závisí len od základne, resp. od súčtu základní.

Predpokladáme, �e �iaci budú úlohu rieši� tak,
�e urèia obsah jednotlivých útvarov a potom výsledky porovnajú.
Dôle�ité je uvedomi� si, �e všetky útvary majú rovnakú výšku.
Za výšku si mô�u zvoli� aj konkrétne èíslo.

strany majú rovnakú dĺžku –
je to kosoštvorec.

rovnobežník bol zložený z dvoch
takýchto (rovnostranných) trojuholníkov.

to vyplýva napr. z vety .sss

ramená majú rovnakú dĺžku (jedna zápalka).
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Dané sú body [1, 3], [5, –1], [–1, 1].
Bez znázoròovania v súradnicovej sústave odpovedz na nasledujúce otázky. Odpovede zdôvodni.

A B C

a Ktorý z bodov je najbli�šie k osi ?x

b

c

d

Ktorý z bodov je najïalej od osi ?y

Existuje bod, ktorého vzdialenos� od súradnicových osí je rovnaká ako vzdialenos� bodu [5, –1],
ale s inými súradnicami? Ak áno, je jediný? Vysvetli to.

B

Ak je bod vrcholom štvorca , ktorého stred le�í v poèiatku
súradnicovej sústavy, aké sú súradnice bodu ? Zdôvodni svoje riešenie.

C CMUK
U

A1

0 1–6–7–8 2–5 3–4 4–3 5–2 6 7 8–1

1

2

3

–1

–2

–3

x

y

Tu si už
môžeš pomôcť
súradnicovou

sústavou.

Vzdialenosť od osi vyjadruje -ová súradnica bodov.
Najmenšiu (a rovnakú) vzdialenosť od osi majú body a .

x y
x B C

Vzdialenosť od osi vyjadruje -ová súradnica bodov.
Najväčšiu vzdialenosť od osi má bod .

y x
y B

Bod [5, –1] má od osi vzdialenosť 1 a od osi vzdialenosť 5.
Okrem neho existujú 3 ďalšie body, ktoré budú mať od súradnicových
osí rovnaké vzdialenosti. Sú to body [5, 1], [–5, –1] a [–5, 1].

x y

Bod  je stredovo súmerný podľa počiatku súradnicovej osi
s bodom (lebo uhlopriečky štvorca sa polia),
preto jeho súradnice sú [1, –1].

U
C

5

B

C

K

M

U

11

11

5

5

5
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�iaci mali urèi� súradnice všetkých vrcholov obdå�nika
Nina sa prihlásila a povedala: „To sa nedá! Presnejšie, nie pre všetky body.“

OBDL.

V súradnicovej sústave je daný obdå�nik a tri body na jeho stranách.
Pre ka�dý bod v tabu¾ke rozhodni, èi le�í vnútri, na strane alebo mimo obdå�nika.

a Má Nina pravdu? Preèo?

b Urè súradnice vrcholov O, B, D, L.

A3

A4

Urè súradnice èerveného bodu, ak poznáš súradnice zeleného a modrého bodu,
ktoré le�ia na stranách obdå�nika. Zdôvodni, preèo je tvoje riešenie správne.

A2

x

y

x

x

y

y

[4, 7]

[10, 12]

[15, 6]

[18, 8]

B

D

O

L [12, 8]

[15, 17]

Vnútri

[12, 10]

[15, 18]

[8, 10]

[17, 17]

[13, 9]

[10, 2]

[18, –1]

A

B

C

D

E

F

G

Na strane Mimo

Na tejto strane
sú strany obdĺžnikov
rovnobežné so súrad-

nicovými osami.

[5, 3]

[10, 8]

[ ]

O B D L[4, ?], [15, ?], [15, 8], [4, 8]

Má pravdu, lebo pre body a
nevieme určiť -ovú súradnicu,
keďže nepoznáme žiaden bod na strane
a teda nevieme, ako „vysoko“ body ležia.
Vieme iba povedať, že je to
menej ako 6 a viac ako 0.

O B
y

OB

Súradnice sú [10, 3].

Červený bod má -ovú súradnicu
rovnakú ako zelený bod, lebo obidva body
ležia v danom obdĺžniku nad sebou.

Podobne je to s -ovou súradnicou
a modrým bodom (ležia vedľa seba).

x

y

×

×
×

×

×

×

A

C? E

D

G

B

10, 3

Diskutujte so �iakmi, preèo nie je mo�né urèi� polohu bodu F.
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�iaci dostali pä� èastí skladaèky, z ktorých mali posklada� štvorec a nalepi� ho
do súradnicovej sústavy tak, aby jeden z jeho vrcholov le�al v bode [0, 0].
Podmienkou však bolo, aby všetky jeho ostatné vrcholy boli mre�ovými bodmi.
Spolu�iaci Ivka a Mišo majú rôzne riešenia.
Rozhodni, kto z nich má pravdu.

A5

Úloha nemá
riešenie, lebo z týchto

skladačiek viem postaviť
iba obdĺžnik alebo

niečo ako „L“.

Mne sa
podarilo nájsť dve

také riešenia.

Ivka má pravdu v tom,
že zo skladačiek môže vzniknúť obdĺžnik alebo útvar v tvare „L“.
Nemá však pravdu, že sa nedá poskladať aj štvorec.
Ten vznikne tak, že skladačka v tvare štvorčeka bude v strede
a okolo neho poukladáme trojuholníky – obr. dole.

Úplnú pravdu nemá ani Mišo, keď tvrdí, že existujú len dva takéto štvorce.
Ak označíme vrcholy tohto štvorca napr. tak každý z nich
vieme umiestniť do bodu [0, 0], čím vzniknú 4 rôzne riešenia.
Ku každému riešeniu ešte vieme vytvoriť ďalší štvorec,
ktorý je symetrický s pôvodným podľa jednej zo súradnicových osí.
Všetkých riešení je 8 – na vedľajšej strane.
(Symetria podľa druhej súradnicovej osi je zahrnutá v ostatných riešeniach).

ABCD,

Úlohu mô�te zada� ako prácu v skupinách, aby si �iaci mohli (pod Vaším vedením) medzi sebou
vymieòa� riešenia a diskutova�, èi ešte existujú iné riešenia, príp. preèo u� nie. Na u¾ahèenie odporúèame
skladaèky vytlaèi�, vystrihnú� a �iaci mô�u posklada� štvorec (a následne aj jeho symetrické obrazy).
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0 1 2 3–2–3 –1

1

2

3

–1

–2

–3

x

y

0 1 2 3–2–3 –1

1

2

3

–1

–2

–3

x

y

0 1 2 3–2–3 –1

1

2

3

–1

–2

–3

x

y

0 1 2 3–2–3 –1

1

2

3

–1

–2

–3

x

y

0 1 2 3–2–3 –1

1

2

3

–1

–2

–3

x

y

0 1 2 3–2–3 –1

1

2

3

–1

–2

–3

x

y

A[0, 0]
B
C
D

[1, 2]
[–1, 3]
[–2, 1]

A[–1, –2]
B
C
D

[0, 0]
[–2, 1]
[–3, –1]

A[1, –3]
B
C
D

[2, –1]
[0, 0]
[–1, –2]

A[2, –1]
B
C
D

[3, 1]
[1, 2]
[0, 0]

A [0, 0]’
’
’
’

B
C
D

[1, –2]
[–1, –3]
[–2, –1]

A [1, 3]’
’
’
’

B
C
D

[2, 1]
[0, 0]
[–1, 2]

A [–2, –1]’
’
’
’

B
C
D

[–3, 1]
[–1, 2]
[0, 0]

A [1, –2]’
’
’
’

B
C
D

[0, 0]
[2, 1]
[3, –1]

A

A

A

A’

A’

B’

D’

D’ D’

B

B

B

B’

B’

C

C

C

C C’

A A’

C’

C’

C’

A’

D D’

B B’

D

D

D
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A1
Pani uèite¾ka rozlo�ila na lavicu niektoré svoje samolepiace bloèky.

Zakrú�kuj tie bloèky, ktoré majú tvar hranola. Svoju odpoveï zdôvodni.

b

c

a

Bolo by mo�né niektoré z bloèkov „prerobi�“ na hranoly bez toho, aby „výrazne“ zmenili svoj tvar?

Pani uèite¾ka nalepila na lavicu z ïalších bloèkov iba jednotlivé papieriky.
Urè, ko¾ko stien má hranol s takou podstavou.

Počet stien: Počet stien: Počet stien:

Hranol má podstavy v tvare -uholníka.
Iba 3 bločky majú podstavy v tvare -uholníka.
Podstavy zvyšných bločky sú zaoblené, takže nejde o -uholníky
a preto tieto bločky nie sú hranoly.

n
n

n

Najjednoduchšie by sa na hranol dal prerobiť
bloček v tvare šípky, ak by jej okraje neboli zaoblené
a šípka (podstava) by tak mala tvar 7-uholníka.

Každý hranol má dve postavy, pričom počet strán podstavy
určuje počet zvyšných stien hranola.

8 (= 2 + 6) 7 (= 2 + 5) 14 (= 2 + 12)

Argumentácia v matematike 882

8.7Hranoly



A2
Rozhodni, èi sú nasledujúce tvrdenia pravdivé alebo nepravdivé. Zdôvodni, preèo si to myslíš.

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Všetky hranoly sú pravidelné.

Ak je hranol kolmý, tak aj uhloprieèky v jeho podstavách sú na seba kolmé.

Všetky hranoly majú párny poèet stien.

Niektoré hranoly majú boèné steny v tvare trojuholníka.

b

e

g

f

c

a

d

Niektoré hranoly sú kvádre.

Najmenší mo�ný poèet stien hranola je 5.

Ka�dý pravidelný hranol má aspoò jednu dvojicu navzájom rovnobe�ných boèných stien.

A3
Útvary na obrázku sú podstavy a boèné steny hranola.
Dá sa z nich posklada� hranol bez toho, aby nejaký útvar zvýšil?

Ak nie, najmenej ko¾ko útvarov treba prida�, aby sa dala sie� posklada�? Aký musia ma� útvary tvar?

podstava môže byť napr. lichobežník a taký hranol nie je pravidelný.

napr. kváder je kolmý hranol s obdĺžnikovou podstavou
a uhlopriečky v obdĺžniku nie sú na seba kolmé.

napr. ak je podstava pravidelný 5-uholník,
neexistujú dve bočné steny hranola, ktoré sú navzájom rovnobežné.

ak je podstava obdĺžnik, hranol je kváder.

napr. 3-boký hranol má 5 stien.

v takom prípade by strany podstáv nemohli byť spojené
bočnými stenami.

každý hranol má 2 steny tvoriace podstavy
a toľko bočných stien, koľko má jeho podstava strán (najmenej 3).

Nedá sa. Hranol, ktorý má všetky steny štvorce, je kocka.
Kocka má však iba 6 stien, takže 2 steny zvýšia.
Štvorce na obrázku môžeme považovať za bočné steny hranola.
Je ich 8, takže treba pridať ešte dve rovnaké podstavy –
pravidelné 8-uholníky so stranou rovnako dlhou, ako je strana štvorca.
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A4
Adam, Betka a Cyril mali
za úlohu vypoèíta� objem
telesa, ktoré je na obrázku.
Vymysleli nasledujúce riešenia.

Má niekto z nich pravdu?
Vysvetli svoje rozhodnutie.

b

c

a

Vysvetli, ako objem vypoèítaš ty.

Pani uèite¾ka �iakom poradila, aby si predstavili dve takéto telesá a skúsili z nich zlo�i� jedno,
jednoduchšie teleso. Vraj im to vo výpoète pomô�e. Èo tým myslela? Vysvetli jej nápad.

Ja by som počítal
ako pri iných telesách –

súčin obsahu podstavy (to je
obdĺžnik so stranami 6 a 10)

a výšky telesa.

Takže
V = 6 · 10 · 4,

V = 240.

Podľa mňa
treba vynásobiť všetky
rozmery ako pri kvádri,
čiže V = 4 · 6 · 5 · 3 · 10.

V = 3 600.

Betka

Zdá sa mi, že
teleso akoby ležalo

na boku. Teda podstava je
predná stena a výška

hranola je 10.

Ale neviem to
dopočítať, lebo si nepa-

mätám vzorec na výpočet
obsahu podstavy.

3

4 5
10

6

Adam Cyril

V S v V v V V= · = ———— · = ————– · 10 = 180( + ) ·
2

a c v1 (6 + 3) · 4
2

Adamov výpočet nie je správny.
Adam má pravdu v tom, že objem hranola vypočítame ako súčin obsahu
podstavy a jeho výšky. Pri tomto hranole však vzťah používa nesprávne –
ak by bola spodná podstava hranola obdĺžnik so stranami 6 a 10,
aj vrchná stena by musela byť rovnaká (podstavy musia byť zhodné).
„Vrchná podstava“ telesa na obrázku je však obdĺžnik s rozmermi 3 a 10.

Podľa Betkinho postupu stačí použiť vzťah
na obsah lichobežníka vynásobený výškou telesa.

Ak by sme mali dve takéto telesá a druhé by sme otočili o 180°,
tak ich priložením by vznikol kváder s rozmermi 9, 4 a 10.
Jeho objem by bol = 9 · 4 · 10 = 360.
Keďže by vznikol zložením dvoch rovnakých telies,
polovica z jeho objemu by bola hľadaným objemom.

V

Cyril nemá pravdu, lebo ak za výšku považujeme napr. 10,
potom súčin 4 · 6 · 5 · 3 by musel byť obsah podstavy.
A tento vzťah nevyjadruje obsah daného lichobežníka.

Betkin postup je správny, lebo predná a zadná stena sú zhodné
a tvoria podstavy telesa. Ide teda o kolmý hranol
s podstavou pravouhlého lichobežníka.

6 3
10

4
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A5
Dokresli všetky zvyšné steny tak, aby sa z nich dala vysklada� sie� hranola.

a

b

c

d

Podstava hranola je pravidelný 6-uholník,
preto bočných stien musí byť šesť.
Dokreslíme 5 štvorcov a ešte jednu podstavu.

Podstava hranola je pravouhlý trojuholník, preto bočné steny budú tri a oran-
žový obdĺžnik je jednou z nich (prislúchajúci k najdlhšej strane trojuholníka).
Dokreslíme dva obdĺžniky a ešte jednu podstavu.
Výška hranola je 5 – to vieme podľa rozmerov oranžového obdĺžnika.

Podstava je pravouhlý lichobežník, preto bočné steny budú 4.
Výška hranola je 15, čo vieme podľa výšky zeleného obdĺžnika,
lebo ani jedna strana podstavy nemá dĺžku 15, takže obdĺžnik
musí byť spojený s podstavou pri strane dĺžky 7.
Chýbajú teda tri bočné steny tvaru obdĺžnika s výškou 15
a ešte jedna lichobežníková podstava.

Tieto útvary nie je možné doplniť na sieť hranola.
Bočné steny hranola musia mať tvar štvorca alebo obdĺžnika,
takže útvary na obrázku môžu byť iba jeho podstavy.
Hranol však nemôže mať podstavy rôzneho tvaru.
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Matej si niektoré telesá nevie dobre predstavi�, preto mu s tým Janka pomáha.
Spolu si dopisovali cez poèítaè. Doplò ich komunikáciu a dokresli potrebné obrázky.

A6

Vedela by si nakresliť
dva hranoly
s rovnakými podstavami,
ale rozdielnymi plášťami?

Vedela by si nakresliť aj dva hranoly
s rovnakými plášťami,
ale rozdielnymi podstavami?

Keby mal hranol takýto obdĺžnikový plášť,
mohol by vzniknúť iný hranol,
ale s rovnakými stenami?

Jasné! Hranoly budú mať
rovnaké podstavy, ale rôzne ,
preto ich plášte rovnaké.

Predstav si, že plášť
hranola by vyzeral
takto...

a cb

Potom podstava by bol trojuholník
so stranami a ten je len jeden.
Podstavy hranola sú vždy .
Ak sú rovnaké plášte, budú rovnaké aj .

Áno, ale iba ak by si sa na plášť pozeral
ako na jeden útvar, na ktorom nie sú
znázornené jednotlivé hranola.

Ale keby som nakreslil rovnaký
obdĺžnik a jeho dlhšiu stranu
by som rozdelil na 3 rozličné úseky,
bol by to rovnaký plášť, ale
podstavy by boli iné trojuholníky.

Zaujímavá otázka! Ak chceme iný
hranol, ale rovnaký tvar bočných stien,
tak musíme zmeniť ich .
Zmeníme tak aj tvar . Čiže
všetky steny hranola už .
Nakreslím ti to a ty to dokonči.

aa

b b ba a a

c

a

b

výšky
nebudú

hranoly

poradie
podstavy

nebudú rovnaké

a, b, c
rovnaké

a b b b

bočné steny
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A7
Na obrázku sú podstavy hranolov A, B, C, D.
�iaci mali urèi�, ktorý z nich je najvyšší, ak je objem všetkých štyroch rovnaký.

a

b

Èie riešenie by sme pod¾a teba mali uzna� ako správne? Zdôvodni to.

Komu by pod¾a teba pani uèite¾ka dala najviac bodov za riešenie úlohy a preèo?

Hana: A
B
C

D

A

D

Podstava hranola má obsah 8 štvorèekov,
podstava má polovicu z 3 · 4, teda 6,
podstava má 4 · 4 – 2 štvorèeky, teda 14,
a podstava má obsah 5 štvorèekov.
Všetky hranoly majú ma� rovnaký objem.
Keby to bolo 100 cm , pre hranol by platilo
100 = 8 · , èi�e by mal výšku = 12,5 cm.
Výšky ostatných hranolov:

= 100 : 6 =· 16,67 cm
= 100 : 14 =· 7,14 cm
= 100 : 5 = 20 cm

Najvyšší by bol hranol .

3

v v

v
v
v

A

B

C

D

„

Igor: „A èo keby ich objem nebol 100 cm ?
Hana nemô�e takto poèíta�! To sa vlastne ani nedá
urèi�, keï nepoznáme objem hranolov!“

3

Ema:

D

„Objem ¾ubovo¾ného hranola je = · .
Obsahy podstáv poznám: 8, 6, 14 a 5 štvorèekov.
Objem hranolov je rovnaký, oznaèím ho .
Potom pre výšky hranolov platí:

= : 8 = : 6 = : 14 = : 5
Ak chcem dosta� najväèšiu výšku, musím objem V vydeli� najmenším èíslom.
(To je ako keï delím ten istý poèet cukríkov medzi 5, 6, 8 alebo 14 detí.
Èím menej detí bude, tým viac cukríkov ka�dé die�a dostane.)
Najvyššiu výšku má hranol , lebo má najmenšiu podstavu.“

V S v

V

v V v V v V v V

p

A B C D

A

B

D

C

Cie¾om tejto úlohy je, aby �iaci porozumeli riešeniu a argumentácii iných �iakov
a uvedomili si, �e úloha sa dá rieši�, aj keï nemajú všetky údaje zadané.
Hana i Ema vyriešili úlohu správne.

Cie¾om tejto úlohy je posúdi� „kvalitu“ riešenia.
Kým Hana úlohu vyriešila pre konkrétnu situáciu,
Emino riešenie je všeobecnejšie a zaslú�i si plný poèet bodov.
Aby Hana získala plný poèet bodov, musela by ešte prida� zdôvodnenie, preèo si mohla zvoli�
konkrétny objem 100 cm . Napr. mohla by zvoli� ešte iný objem 200 cm alebo 1 000 cm
a ukáza�, �e stále má najvyššiu výšku hranol D, lebo jeho podstava je najmenšia.

�iaci mô�u diskutova� aj o pou�itých jednotkách: Ako vieme, �e strana štvorèeka je 1 cm?
Tu mô�e vzniknú� ïalšia zaujímavá diskusia o tom, �e v tomto prípade na jednotkách nezále�í.

3 3 3
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Doplò chýbajúce údaje, ak vieš, �e hranoly Z, U, B majú rovnaký objem
a �e obsah podstavy hranola B je delite¾ný 5 a zároveò je menší ako 50 cm .
Všetky h¾adané údaje sú celoèíselné.

2

Lukáš mal urèi� povrch hranola na obrázku.
Je jeho riešenie správne? Zdôvodni svoj názor.

Sp

v

A8

A9

12 cm

15 cm15 cm

10 cm

20 cm2 30 cm2 Sp

6 cm v v

Z U B

Objem hranola Z je , lebo
Objem hranola U je .
Obsah podstavy hranola U je .
Výška hranola U je
Objem hranola B je .
Obsah podstavy hranola U

môže byť , lebo

cm
cm

cm
cm, lebo
cm

cm

3

3

3

3

3

Stačí vypočítať
povrch pôvodného

kvádra a potom odrátať
povrch „vyrezaného“

kvádra.

Hranol vzni-
kol z veľkého kvádra
vyrezaním menšieho

kvádra.
2 cm

4 cm

Doplň do ta-
buľky hodnoty
pre hranol B.

buľky hodnoty
pre hranol B.pre hranol B.

Lukášovo riešenie
by bolo správne,
keby počítal objem.
Pri povrchu sa vyrezaním malého kvádra zmenší len obsah postáv
vzniknutého hranola, no jeho povrch sa celkovo zväčší,
lebo do povrchu sa zarátajú dve nové steny hranola (viď obrázok).

4

120
120

120

30

5 cm
24 cm

2 10 cm
12 cm

2 15 cm
8 cm

2 20 cm
6 cm

2 30 cm
4 cm

2 40 cm
3 cm

2

5 cm , 10 cm , 15 cm , 20 cm , 30 cm , 402 2 2 2 2 obsah podstavy

30 · 4 = 120.

V S v= · = 20 · 6 = 120 cm .p
3

musí byť deliteľom objemu, teda čísla 120,
zároveň musí byť deliteľný číslom 5 a menší ako 50.
Týmto podmienkam vyhovujú iba čísla 5, 10, 15, 20, 30 a 40.

�iakom mô�ete zada� extra úlohu, v ktorej majú urèi� povrch hranola na obrázku (944 cm ).2
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a

b

Naèrtni celkový útvar, ktorý vznikne rozvinutím ich pláš�ov do štvorèekovej siete.

Nakresli ïalšie mo�né podstavy hranola L tak, aby mal jeho rozvinutý pláš�
rovnaký celkový tvar ako rozvinutý pláš� hranola O.

Sú dané hranoly O a K, ktorých podstavy sú na obrázku. Výška oboch hranolov sú 3 jednotky.
A10

O

K

Môže to byť ľubovoľný mnohouholník,
ktorého obvod je 12 jednotiek.
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Hanka má v záhrade kruhový záhon s kvetmi. Okolo záhona chce urobi�
chodník z kamienkov, ktorý bude z oboch strán ohradený obrubníkom.

Na malej farme plánujú na štvorcovom pozemku chova� sliepky vo vo¾nom výbehu. Na obrázku je
pôdorys pozemku so štyrmi rovnako ve¾kými kruhovými výbehmi. Pod¾a smernice chov vo vo¾nom
výbehu spåòa parametre vtedy, keï na ka�dú sliepku pripadajú aspoò 4 m výbehu.
Mô�u majitelia farmy chova� v týchto výbehoch spolu 60 sliepok? Svoju odpoveï zdôvodni.

2

A1

A2

Keï�e šírka chodníka je rovnaká ako polomer záhonu,
vonkajší obrubník Hanka odrezala 2-krát dlhší ako vnútorný.
Bude jej táto då�ka staèi�? Zdôvodni svoj názor.

Hanka chce vypoèíta� plochu chodníka, aby kúpila dostatoèné mno�stvo kamienkov na jeho vysypanie.
Je táto plocha dvojnásobkom plochy kvetinového záhona, alebo sú obe plochy rovnaké?

b

a

Hanka má v záhrade kruhový záhon s kvetmi. Okolo záhona chce urobi�

rr

18 m

Vnútorný a vonkajší obrubník tvoria sústredné
kružnice, pričom väčšia kružnica má dvojnásobný
polomer. Hanka preto predpokladá, že aj obvod väčšej
kružnice (čiže dĺžka vonkajšieho obrubníka)
bude dvojnásobný. Má pravdu.

Plochu chodníka vypočítame
ako obsah medzikružia,
kde väčší kruh má dvojnásobný
polomer ako menší kruh.

= · ·
= · 2 · · 2 · – · ·
= 4 · · · – · ·
= (4 · · – 1 · · )
= · 3 · ·
= 3 · · ·

r r
r r r r
r r r r

r r r r
r r
r r

Plocha chodníka nie je dvojnásobná a ani rovnaká ako plocha záhona.

Priemer jedného kruhu je 9 m, polomer teda 4,5 m.
Obsah jedného výbehu: = · · = 3,14 · 4,5 · 4,5 = 63,585 m

Ak jedna sliepka potrebuje minimálne 4 m plochy,
potom v jednom výbehu môže byť najviac 63,585 : 4 =. 15 sliepok.
V štyroch výbehoch ich môže byť 15 · 4 = 60.
Áno, majitelia môžu chovať spolu 60 sliepok,
maximálne 15 sliepok v každom výbehu.

S r r 2

2
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b Aká mô�e by� celoèíselná vzdialenos� bodov a v nasledujúcich situáciách?
Nájdi všetky mo�nosti.

A B

Na obrázku sú dve kru�nice. Väèšia z nich, kru�nica so stredom v bode , má polomer 6 cm.
O polomere menšej kru�nice so stredom v bode vieme iba to, �e je vyjadrený celým èíslom.

A
B

A3

Aký polomer mô�e ma� kru�nica so stredom v bode v nasledujúcich situáciách? Nájdi všetky mo�nosti.Ba

Bod je vzdialený 1 cm od bodu .
Kru�nice nemajú �iaden spoloèný bod.

B A

A

A

A

A

B

B

B

B

Menšia kru�nica sa nachádza vo vnútri väèšej kru�nice.
Kru�nice nemajú �iaden spoloèný bod.
Menšia kru�nica prechádza cez stred .A

Polomer kru�nice so stredom v bode je 4 cm.
Kru�nice majú dva spoloèné body.
Bod le�í mimo väèšej kru�nice.

B

B

Polomer kru�nice so stredom v bode je 4 cm.
Kru�nice majú dva spoloèné body.
Bod le�í vo vnútri väèšej kru�nice.

B

B

Najväčšia vzdialenosť, pri ktorej majú 2 spoločné
body je 9 cm (pri 10 cm, čo je súčet polomerov,
nastane vonkajší dotyk a to je len 1 spoločný bod).
Najmenšia vzdialenosť je 7 cm (pri 6 cm by
bod ležal na väčšej kružnici). Vzdialenosť
stredov a môže teda byť 7 cm, 8 cm alebo 9 cm.

B
A B

Najväčšia vzdialenosť bodov je 5 cm, lebo
pri 6 cm by bod ležal na väčšej kružnici.
Najmenšia vzdialenosť je 3 cm, lebo pri 2 cm
by mali kružnice vnútorný dotyk (čiže 1 spoločný
bod). Vzdialenosť stredov a môže teda
byť 3 cm, 4 cm alebo 5 cm.

B

A B

Polomer menšej kružnice musí byť max. 4 cm –
ak vzdialenosť bodov a je 1 cm, tak pri polo-
mere 5 cm by mali kružnice vnútorný dotyk.
Menšia kružnica má celočíselný polomer, preto
všetky možnosti sú 4 cm, 3 cm, 2 cm a 1 cm.

A B

Priemer menšej kružnice musí byť menší ako
polomer väčšej kružnice, čo je 6 cm, a zároveň
polomer musí byť celé číslo. Preto polomer
menšej kružnice môže byť 2 cm alebo 1 cm.
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A5
Na školskom dvore vybudovali pre deti nové ihrisko.
Pribudol tam aj šliapací kolotoè, na ktorom sa mô�e viez�
súèasne 8 detí. Adam, Baja a Gabika si popri vození
na kolotoèi chceli precvièi� nové uèivo o pravouhlých
trojuholníkoch. A tak si na sedadlá kolotoèa sadali tak,
aby sedeli v�dy na vrcholoch pravouhlého trojuholníka.
Miesta, kde sedí Adam a Baja sú oznaèené písmenami a .A B

Vieš, ktoré uèivo si na kolotoèi deti precvièovali?

Na ktoré sedadlo si teda mô�e Gabika sadnú�? Zdôvodni svoju odpoveï.b

a

Z farebného papiera sme vystrihli tri útvary – kruh s priemerom 4 cm, štvorec so stranou 4 cm,
a rovnostranný trojuholník so stranou 4 cm. Chceme polo�i� na seba dva z nich tak,
aby vrchný útvar zakryl celý spodný útvar.
Dá sa nájs� taká dvojica? Zdôvodni svoju odpoveï.

A4

A

A

B

1

1

6

2

5

3

4

4

B

5

3

6

2

Kolotoè je kru�nica, sedadlá sú body na nej a ich pravidelné
rozmiestnenie predstavuje jej jednotlivé priemery A4, B3, 62, 51.

Keďže Adam a Baja sedia vedľa seba, Gabika musí sedieť
oproti niekomu z nich, aby sme dostali priemer kružnice.
Ten na kolotoči môžeme vytvoriť dvoma spôsobmi:
buď si Gabika sadne na miesto 3 (oproti Baji)
alebo na miesto 4 (oproti Adamovi).

Keďže Adam a Baja sedia oproti sebe –
vytvárajú priemer kružnice,
Gabika si môže sadnúť na ľubovoľné miesto
a vždy tak vytvorí vrchol trojuholníka,
pri ktorom bude pravý uhol.

Tálesovu kružnicu.

Kruh neprekryje trojuholník (ani naopak).
Ak by kruh mal prekryť trojuholník, strana trojuholníka
by musela ležať na niektorom priemere kruhu a výška trojuholníka
by potom mohla byť len 2 cm, aby spod kruhu nevyčnieval.

Dá sa to vždy, keď dáme na vrch štvorec.
Štvorec prekryje trojuholník,
lebo výška trojuholníka je menšia ako 4 cm.
Štvorec prekryje aj kruh,
lebo kruh sa bude dotýkať jeho strán.
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Objednávaj telefonicky

0955 344 565

PIZZA REPRÍZA

S M L XL XXL
24 cm 28 cm 32 cm 40 cm 50 cm

A7

Kto má pravdu a preèo?

Predavaè im povedal:

Má predavaè pravdu? Zdôvodni svoju odpoveï.

„Ak máte radi okraj pizze, dajte si ka�dý malú pizzu S.
Budete ma� okrajov viac ako na jednej XXL pizzi“.

b

a

Ma�o Mišo Viktor

A6
Hanka našla na internete iné odvodenie vzorca na výpoèet obsahu
kruhu ne� to, ktoré sa uèili v škole. Sna�ila sa pochopi�, èo obrázok
ukazuje a ako sa k vzorcu = · · dopracova�. Preskúmaj obrázok,
opíš, èo sa s kruhom deje, a vysvetli, ako mo�no k vzorcu dospie�.

S r r

r

r

2 r

Ma�o Mišo ViktorMa�o Mišo ViktorMa�o Mišo Viktor

Viktor, Mišo a Ma�o si chcú objedna� pizzu z pizzérie .Repríza

Objednajme si
jednu XXL pizzu, to
je určite viac ako tri

M pizze dokopy.

Nie, veď to
je len o trošku viac
ako dvojnásobok

S pizze.

Ani jeden
z vás nemá

pravdu!

7A8
Ka�dá z troch sústredných kru�níc je rozdelená na 6 rovnakých èastí.
Porovnaj då�ky èerveného a zeleného oblúka
bez akéhoko¾vek výpoètu a merania. Zdôvodni svoj výsledok.

Musíme porovnať obvody pízz: = 2 · 3,14 · 12 = 6,28 · 12 = 75,36 cm
= 2 · 3,14 · 25 = 6,28 · 25 = 157 cm

Tri pizze S ....... 3 · 75,36 = 226,08 cm > ....... Predavač má pravdu.

o
o

o

S

XXL

XXL

Musíme porovnať obsahy pízz: = 3,14 · 12 · 12 = 452,16 cm
= 3,14 · 14 · 14 = 615,44 cm

= 3,14 · 25 · 25 = 1 962,5 cm
Tri pizze M ..... 3 · 615,44 = 1 846,32 cm < .... Maťo má pravdu.
Dve pizze S ..... 2 · 452,16 = 904,32 cm < ....... Mišo nemá pravdu.
Keďže Maťo má pravdu, Viktor, ktorý tvrdil, že ani jeden z nich nemá pravdu,
pravdu nemá.

S
S
S

S
S

S

M

XXL

XXL

XXL

2

2

2

2

2

Kruh smerom zvonku do stredu rozdelili
na viacero pásikov rovnakej šírky a roz-
strihli ich. Pásiky rozprestreli a naukladali
jeden na druhý. Vzniknutý tvar je (takmer)
trojuholník, ktorého obsah je = ——————– = · · , čo je obsah kruhu.S r rstrana · výška

2

Dĺžka kružnicového oblúka závisí od polomeru kružnice
a od veľkosti stredového uhla – ten je pri oboch oblúkoch
rovnaký. Keďže červený oblúk leží na menšej kružnici,
tak jeho dĺžka bude menšia ako dĺžka zeleného oblúka.
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7

7

A9

A10

Pani uèite¾ka prekreslila �iakom geometrický vzor zo svojej
návlieèky na vankúš. Ich úlohou bolo urèi�, èi preva�uje zelená
alebo oran�ová plocha. Posúï pravdivos� �iackych tvrdení.

Sestry Nina, Ema a Zuzana sú ve¾ké maškrtnice. Nevydr�ali, kým
im mama rozkrája tortu, a ka�dá z nich si kúsok odkrojila sama.
Má niektorý z týchto kúskov tvar kruhového výseku?

Ema

Zuzana

Nina

A11
Chlapci spolu sledovali futbalový zápas a popritom si pripravili pizzu.
Ka�dý z nich svoju pizzu rozkrájal inak. Rozkrájal si niekto pizzu na kruhové výseky?

BraòoAdam DávidCyril

Tamara: „Oran�ové štvr�kruhy v rohoch vytvoria jeden kruh,
oran�ové polkruhy vytvoria spolu dva kruhy. To sú spolu tri kruhy.
Zelené polkruhy vytvoria spolu dva kruhy a s prostredným zele-
ným sú to tie� tri kruhy. Zelené a oran�ové plochy sú rovnaké.“

Robo: „Keï nie sú v obrázku napísané
presné ve¾kosti polomerov alebo
priemerov, tak nevieme tvrdi� niè.“

Oliver: „Kde�e…
Zelenej plochy je
urèite viac, to vidím.“

Kruhový výsek má vrchol v strede kruhu. Jediný kúsok,
ktorý by mohol byť kruhovým výsekom, je ten Emin.

Tamara nemá pravdu, lebo pospájaním útvarov síce vzniknú
tri zelené aj tri oranžové kruhy, ale ich polomery nie sú rovnaké,
preto ani ich plochy nie sú rovnaké.

Oliver sa nemôže rozhodovať na základe toho, čo sa mu zdá –
môže ísť o optický klam.

Robo nemá pravdu, pretože odpoveď vieme dostať napríklad úvahou:
Každý oranžový polkruh je menší ako zelený polkruh.
Spojením oranžových štvrťkruhov dostaneme kruh rovnako veľký
ako zelený kruh v strede. Zelenej farby je teda na obliečke viac.

Na počte kúskov nezáleží. Dôležité je, aby rezy boli priemermi pizze, takže
všetky musia prechádzať cez stred pizze. Adam, Cyril a Dávi sa zrejme snažili
krájať cez stred, ale iba Dávidova pizza vyzerá byť rozkrájaná cez stred pizze.

Argumentácia v matematike 894



A12
Z obrázku 1 (èierny kruh s polomerom 16) vznikol obrázok 2 tak, �e sme doò
nalepili dva biele kruhy s polomerom dvakrát menším, ako má èierny kruh.
Podobne sme postupovali ïalej – na biele kruhy v obrázku 2 sme nalepili
4 èierne kruhy s polomerom dvakrát menším, ako majú biele kruhy.

Urè, akú èas� obrázka 2 tvorí èierna a akú biela farba.

Urè, akú èas� obrázka 3 tvorí èierna a akú biela farba.

Urè, akú èas� obrázka 4 tvorí èierna a akú biela farba.

b

c

a

Počítaj s ,
neprepisuj ho

na 3,14.

Obrázok 1 Obrázok 2 Obrázok 3 Obrázok 4

Obsah čierneho kruhu (obrázok 1): = · 16 · 16 = 256
Polomer bieleho kruhu (polovica polomeru čierneho kruhu): 8
Obsah bielej časti: = 2 · ( · 8 · 8) = 128 .
Obsah čiernej časti: = – = 256 – 128 = 128 .

Obsahy sú rovnaké, takže polovica obrázka 2 je čierna a polovica biela.

S

S
S S S

kruh

2  B

2  Č kruh 2  B

Polomer malého čierneho kruhu (polovica polomeru bieleho kruhu): 4
Obsah malého čierneho kruhu: · 4 · 4 = 16 .
Obsah bielej časti: = – 4 · 16 = 128 – 64 = 64
Obsah čiernej časti: = – = 256 – 64 = 192 .
Pomer obsahov: —– = —— = — = 3 : 1

Čierna farba tvorí 3 štvrtiny obrázka, biela farba tvorí 1 štvrtinu obrázka.

S S
S S S
3  B 2  B

3  Č kruh 3  B

Polomer malého bieleho kruhu (polovica polomeru malého čier. kruhu): 2
Obsah malého bieleho kruhu: · 2 · 2 = 4
Obsah bielej časti: = + 8 · 4 = 64 + 32 = 96
Obsah čiernej časti: = – = 256 – 96 = 160
Pomer obsahov: —– = —— = –— = —– = — = 5 : 3

Čierna farba tvorí 5 osmín obrázka a biela farba tvorí 3 osminy obrázka.

S S
S S S
4  B 3  B

4  Č kruh 4  B

S3Č
S3B

S
S

4Č

4B

192
64

3
1

160
96

80
48

10
6

5
3
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A1

A2

Do nádoby dokresli lentilky rôznych farieb tak, aby pravdepodobnos� náhodného vytiahnutia

Saša chce na svojej
narodeninovej oslave trochu
zábavy a tak vymyslela hru

s takýmito pravidlami:Koleso Saša

Ak vytoèíš èervené pole, vyhráš 60 bodov.
Ak vytoèíš �lté pole, vyhráš 20 bodov.
Ak vytoèíš modré pole, prehráš 15 bodov.
Ak vytoèíš fialové pole, prehráš 5 bodov.

èervenej lentilky
bola 30 % a sú-
èasne �ltej lentilky
bola jedna pätina.
Zdôvodni suse-
dovi správnos�
svojho riešenia.

Po nieko¾kých kolách mala Sašina kamarátka Kristína 65 bodov.
Je pravdepodobnejšie, �e po ïalšom kole bude ma� 85 bodov alebo 60 bodov?

èervenej alebo oran�o-
vej lentilky bola 60 %
a súèasne modrej alebo

lentilky bola 30 %.�ltej
Zdôvodni susedovi
správnos� svojho
riešenia.

Kristína napokon skonèila s 50 bodmi a povedala:
Saša:
S ktorou z nich súhlasíš? Zdôvodni svoju odpoveï.

„To nie je fér, v tejto hre skôr prehráš, ako vyhráš!“
„Ale spolu mô�eš vyhra� a� 100 bodov, prièom prehra� mô�eš len 55 bodov. Tak�e to je fér!“

b

a

a

b

A3
Nakresli koleso š�astia, v ktorom pravde-
podobnos� toho, �e koleso zastane
na zelenom poli, je 30 %
a na modrom 40 %.

ba Nakresli dve rôzne kolesá š�astia, v ktorých
pravdepodobnos� toho, �e koleso zastane
na èervenom
poli je —.

18
7

6
5 4

3

2

F F
FF

F

F

Kristína má pravdu, lebo koleso má 3 polia na výhru a 5 polí na prehru.
Prehra je teda viac pravdepodobná. Sašino tvrdenie je nesprávne, lebo koleso
zastane vždy len na jednom poli, nemôžeme teda iba spočítať hodnoty polí.

85 bodov bude mať, ak vytočí žlté pole, 60 bodov, ak vytočí fialové pole.
Fialové polia sú 2, rovnako ako žlté polia, je teda rovnaká šanca,
že po ďalšom kole bude mať 85 bodov alebo 60 bodov.

V úlohe a) aj b) existuje
viacero riešení. Cie¾om je,
aby �iaci vedeli vysvetli�, ako
pri riešení uva�ovali, a ukáza�,
�e jednotlivé pravdepodobnosti sedia.

�lté polia
v riešeniach mô�u

by� ¾ubovo¾nej farby,
ktorá je iná ako farby v zadaní.

V tejto úlohe existuje viacero riešení. Cie¾om je, aby �iaci vedeli vysvetli�,
ako pri riešení uva�ovali (napr. ak si zvolím „základ“ 10 lentiliek, staèí dodr�a� pomer
a nezabudnú� doplni� inofarebné lentilky), a ukáza�, �e jednotlivé pravdepodobnosti sedia.
(F znamená ¾ubovo¾ná iná farba ako tá, ktorá sa v zadaní vyskytuje).

8.9
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Lea s Jurkom sa hrajú Èloveèe nehnevaj sa.
Lea hrá so zelenými panáèikmi, Jurko s modrými.
Obaja sa blí�ia do domèeka.

1
3

Vysvetli, u koho je väèšia pravdepodobnos�,
�e sa po ïalšom hode dostane do domèeka.

Neskôr sa Lea dostala k domèeku s tretím panáèikom. Vysvetli, na ktorých políèkach
by mohol jej panáèik stá�, aby sa po ïalšom hode dostala do domèeka s pravdepodobnos�ou —.

b

a

c Predstavme si situáciu, �e Jurko stojí pred prázdnym domèekom. Na ktorom políèku by musel stá�,
aby pravdepodobnos�, �e sa pri nasledujúcom hode dostane do domèeka, bola 100 % ?

d Na ktorom políèku by musel Jurko stá�, aby bola jeho pravdepodobnos�
dosta� sa po ïalšom hode do domèeka nulová? Vysvetli to.

A4

43
2
1

Pravdepodobnosť — vieme napísať ako —, čo znamená,
že do domčeka sa môže dostať dvoma spôsobmi.
Ak bude stáť na políčku 1, tak vyhovuje hod 4 alebo 6.
Ak bude stáť na políčku 2, tak vyhovuje hod 3 alebo 5.
Ak bude stáť na políčku 3, tak vyhovuje hod 2 alebo 4.
Ak bude stáť na políčku 4, tak vyhovuje hod 1 alebo 3.
Na iných políčkach jej vyhovujú menej ako dve možnosti.
Možnosti sú teda 4.

1
3

2
6

Neexistuje také políčko, aby sa pri ľubovoľnom hode
istotne dostal do domčeka, pretože v domčeku sú iba 4 políčka
a všetkých možností pri jednom hode je 6.

Na ľubovoľnom políčku, ktoré je vzdialené 6 alebo viac políčok od domčeka,
lebo je nulová pravdepodobnosť, že na kocke hodí viac ako 6.

Lea sa dostane do domčeka,
ak hodí 1, 2, 3, 4, čo sú 4 zo 6 možností.

= — = 0,
Jurko sa dostane do domčeka, ak hodí 3, 4, 5, 6, čo sú tiež 4 zo 6 možností.

= — =0,
Obaja majú rovnakú pravdepodobnosť.

P

P

Lea

Jurko

6

64
6

4
6
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Na ZŠ Dubová chodí spolu 425 �iakov. Jakub a Adam urobili v ten istý deò
medzi �iakmi školy prieskum. Svoje výsledky prezentovali ståpcovým diagramom.

A5

Ktoré závery mo�no odvodi� z Jakubovho prieskumu a ktoré z Adamovho?

V èom je rozdiel medzi Jakubovým a Adamovým prieskumom?b

a

c Ktorý diagram dáva lepší obraz o tom, èo si �iaci ZŠ Dubová myslia o bufete?
Svoju odpoveï zdôvodni.

Spokojnos� s bufetom
prieskumJakubov

ÁNO NIE

1

2

3

4

5
Po

èe
t �

ia
ko

v

Spokojnos� s bufetom
prieskumAdamov

ÁNO NIE

5
10
15
20
25
30
35
40
45
50

Po
èe

t �
ia

ko
v

Z Jakubovho prieskumu možno vyvodiť,
že väčšina opýtaných žiakov nie je spokojná s bufetom.
Z Adamovho, že medzi ním oslovenými žiakmi
je spokojnosť skoro rovnaká ako nespokojnosť.

Vo výsledku, ktorý súvisí s počtom respondentov.
Jakub získal odpoveď len od 5 žiakov (čo je len o trochu viac ako 1 % žiakov),
kým Adam skoro od 90 žiakov (čo je približne 20 % žiakov školy).

Lepší obraz dáva Adamov diagram, pretože sa spýtal viac žiakov,
a preto sú jeho výsledky reprezentatívnejšie.

Cie¾om tejto úlohy je upriami� pozornos� �iakov
na mo�né zavádzajúce výsledky prieskumov,
ak je vzorka príliš malá – vedie� kriticky
zhodnoti� výsledky štatistického prieskumu
a vedie� svoje rozhodnutie obháji�.
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A6
Sledovatelia influencera NAMNAM sa zúèastnili ankety o svojom najob¾úbenejšom jedle.
Ich odpovede sú graficky znázornené dvomi rôznymi spôsobmi.

Zhodno�, do akej miery súhlasíš s týmito tvrdeniami:

Tvrdenie 1:
Diagram 1 ukazuje, �e sledovatelia ob¾ubujú
hamburger ove¾a menej ako hotdog.

Tvrdenie 2:
Diagram 2 ukazuje, �e sledovatelia ob¾ubujú
hamburger len o trošku menej ako hotdog.

Pribli�ne o ko¾ko menej sledovate¾ov, ktorí sa zúèastnili ankety,
ob¾ubuje hamburger menej ako hot dog? Z ktorého diagramu to vieš lepšie urèi�?

b

a

c

d

Ktorý diagram dáva lepší obraz o výsledkoch prieskumu? Zdôvodni svoju odpoveï.

Aký titulok by bol vhodný pre diagram 1?

Diagram 1
Najob¾úbenejšie jedlo

Diagram 2
Najob¾úbenejšie jedlo

Pizza PizzaHotdog HotdogHamburger Hamburger

955 100
950 0

960 200
965 300
970 400
975 500
980 600
985 700
990 800
995 900

1000 1000

Po
èe

t h
la

so
v

Po
èe

t h
la

so
v

Oba diagramy sú správne, ale rozdiel 32 v odpovedi nie je taký obrovský, ak
vezmeme do úvahy, že za každú možnosť hlasovalo takmer 1 000 sledovateľov.
Preto diagram 2 poskytuje lepší obraz o výsledkoch prieskumu,
keďže vizualizácia v diagrame 1 môže byť zavádzajúca,
ak si nevšimneme hodnoty na osi .y

Napr.
Pizza a hamburger (tesne) za hotdogmi.

Približne o 32 sledovateľov menej.
Ľahšie sa to dá určiť z diagramu 1.

Z toho, ako je diagram 1 vytvorený,
sa zdá, že hlasujúci obľubujú ham-
burger oveľa menej ako hotdog.

Z toho, ako je diagram 2 vytvorený,
sa zdá, že hlasujúci obľubujú ham-
burger len o trošku menej ako hotdog.

Cie¾om tejto úlohy je upriami� pozornos� �iakov
na mo�né zavádzajúce interpretácie diagramov,
ak sa spoliehame na ich vizuálnu stránku,
t. j. vedie� kriticky zhodnoti�, ktorý diagram
je vhodný v ktorej situácii, a ako správne
interpretova� graficky zobrazené údaje.

99Pravdepodobnos� a štatistika



Skupina A Skupina B

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

Po
èe

t �
ia

ko
v

Po
èe

t �
ia

ko
v

0 01 12 23 34 45 5
Poèet správnych odpovedí Poèet správnych odpovedí

6 68 87 7

Skupina X Skupina Y

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

Po
èe

t �
ia

ko
v

Po
èe

t �
ia

ko
v

0 01 12 23 34 45 5
Poèet správnych odpovedí Poèet správnych odpovedí

6 68 87 7

Pani uèite¾ka zostavila pre deviatakov dva varianty testu s ôsmimi úlohami.
Výsledky skupín A a B
zobrazila graficky –
znázornila poèty �iakov,
ktorí dosiahli urèitý
poèet správnych
odpovedí.

Mo�no bez poèítania
priemeru poveda�,
ktorá skupina dopadla
v teste lepšie? Zdôvodni
svoju odpoveï.

Pani uèite¾ka zostavila pre ôsmakov dva varianty testu s 8 úlohami. Výsledky skupín X a Y zobrazila graficky.

A7

A8

Urè priemer poètu
správne vyriešených úloh
v oboch skupinách.

Vysvetli, ako mohla pani uèite¾ka tvrdi�, �e skupina X dopadla v teste lepšie. Má pravdu?b

a

Skupina B dopadla lepšie, lebo všetci žiaci vy-
riešili správne aspoň 6 úloh, zatiaľ čo ani jeden
žiak v skupine A nevyriešil viac ako 3 úlohy.

Priemer správnych odpovedí je v oboch skupinách 5, lenže
– výsledky skupiny X sú však viac-menej „rovnaké“

(všetci mali 4 – 6 správnych odpovedí, teda aspoň polovicu),
– výsledky skupiny Y sú rôznorodejšie ( 3 – 7 správnych odpovedí) – jeden žiak

dopadol veľmi dobre a jeden zle (menej ako polovica správnych odpovedí).
Preto mohla pani učiteľka tvrdiť, že skupina X dopadla celkovo lepšie.
Žiaci v skupine X mali takmer rovnako dobré výsledky,
zatiaľ čo v skupine Y boli medzi žiakmi väčšie rozdiely.

Skupina X:
———————– = –— = 5

Skupina Y:
———————–—————— = –— = 5

Cie¾om úlohy je rozvíja� u �iakov
štatistické zdôvodòovanie, ktoré
súvisí s interpretáciou štatistických
dát zobrazených graficky.

4 · 2 + 5 · 5 + 6 · 2
9

3 · 1 + 4 · 2 + 5 · 3 + 6 · 2 + 7 · 1
9

45
9

45
9
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Vek 13 – 18 rokov Vek 18 – 23 rokov Vek 25 – 30 rokov

A9
Ada chce odprezentova� výsledky svojho prieskumu o ob¾úbenosti farieb v troch rôznych vekových kate-
góriách. Nevie sa však rozhodnú�, èi má pou�i� kruhový alebo ståpcový diagram. Èo jej poradíš a preèo?

Mo�no z údajov v tabu¾ke jednoznaène urèi� poèet �iakov v Romanovej triede?

Roman výpoètom urèil, �e jeho spolu�iaci
majú doma priemerne 2,67 zviera�a. Je jeho úvaha správna? Vysvetli, preèo si to myslíš.

(5 + 3 + 2 + 4 + 1 + 1) : 6 = 2,67b

a

A10
Roman urobil medzi spolu�iakmi v triede prieskum o zvieratách,
ktoré doma chovajú. Výsledky zaznamenal do tabu¾ky.

pes
maèka
škreèok
morské prasa
zajac
papagáj

Druh
zviera�a

Poèet
�iakov

5
3
2
4
1
1

5 5 5

10 10 10

15 15 15

20 20 20

25 25 25

5 5 55 5 55 5 5

10 10 1010 10 1010 10 10

15 15 1515 15 1515 15 15

20 20 2020 20 2020 20 20

5 5 5

10 10 10

15 15 15

20 20 20

5 5 55 5 5

10 10 1010 10 10

15 15 1515 15 15

5 5 5

10 10 10

15 15 15

Kruhový diagram vyzerá rovnako pre všetky vekové kategórie
a len veľmi ťažko v ňom vidno rozdiely medzi obľúbenými farbami.
Nevieme tiež povedať, koľko ľudí odpovedalo.
Zo stĺpcového diagramu sa dajú ľahšie vyčítať výsledky, určiť rozdiely
medzi odpoveďami i určiť, koľko ľudí sa približne zúčastnilo prieskumu.
Preto je v tomto prípade stĺpcový diagram vhodnejší.

Nie, lebo nevieme, či každý žiak má (práve jedno) zviera.
Niektorí môžu mať viac ako jedno (v tabuľke sú zarátaní
viackrát) a niektorí nemusia mať žiadne zviera
(v tabuľke nie sú uvedení vôbec).

Nie je, lebo nerobil prieskum o počte zvierat, ktoré jeho spolužiaci majú,
ale o druhoch zvierat. Najviac 16 žiakov v triede má doma nejaké zviera
a nemá zmysel tento počet deliť 6, čo je pravdepodobne
počet rôznych zvierat, ktoré žiaci doma majú.
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V bytovke býva 6 rodín, prièom priemerný poèet detí na rodinu je 4.
V bytovke nebýva ani jedna bezdetná rodina a ani jedna rodina nemá viac ako 6 detí.

A12

Ko¾ko detí býva v bytovke?

Je mo�né, aby za daných podmienok mala ka�dá rodina rozdielny poèet detí?b

a

c Je mo�né, aby v bytovke nebývala ani jedna rodina so 4 de�mi?

Slovensko Malta

40

50

60

70

80

90

100

110

120

C
en

a
E

U
R

[
]

A11
Ståpcový diagram porovnáva priemerné výdavky jedného
obyvate¾a na Slovensku a na Malte na ryby v roku 2021.
S kým súhlasíš a preèo?

Výška stĺpcov
ukazuje, že priemerný
Malťan minul na ryby
3-krát viac ako prie-

merný Slovák.

My jeme doma
ryby často, za rok

na ne minieme viac
ako 50 eur.

Eva

Fero Jakub

Malťania
minuli viac ako

Slováci, asi dvoj-
násobne.

Nie je. Jediná možnosť, ako môže mať každá rodina iný počet detí,
ale zároveň najmenej jedno a najviac šesť, je 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 21.
To však nesedí s tým, že v bytovke je spolu 24 detí (úloha a).

Je to možné.
Vieme nájsť viacero možností rozdelenia
24 detí do rodín tak, aby priemerný počet
bol 4, ale v každej rodine bol počet detí
rôzny od 4. Napr.: 6 + 6 + 6 + 2 + 2 + 2 = 24

6 + 6 + 5 + 3 + 3 + 1 = 24

Rodín je 6, priemerný počet detí je 4, teda v bytovke býva 6 · 4 = 24 detí.

Úloha sa dá rieši� aj graficky, resp. ma−
nipuláciou s objektmi (napr. korálky).
Šes� rodín predstavuje 6 „kôpok“,
priemerne má ka�dá 4 deti (vyjadre−
né korálkami). Korálky presúvame
z jednej kôpky na druhú tak, aby sme

splnili podmienky úlohy.

Fero má pravdu, výdavky na Slovensku boli niečo pod 60 eur na osobu
a na Malte asi 115 eur, čo je približne dvojnásobok.
Eva nemá pravdu, lebo to by Malťania museli minúť viac ako 150 eur na
osobu. Nestačí porovnať výšku stĺpcov, mala si pozrieť aj hodnoty na osi .
Jakub nepovedal nič o porovnaní výdavkov Slovákov a Malťanov.

y
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Doplò chýbajúce èísla a slová.

Potom to mama ešte vysvet¾ovala opaène. Doplò chýbajúci text.

5 · 3 = + + =
5 = · · =3

Násobenie:
Umocnenie:

3 + 3 + 3 = ?
15 + 15 + 15 = 45

5 5 5

Opakované sčítanie, napr. + + + = , môžeš nahradiť .
Opakované násobenie, napr. · a · · = , môžeš nahradiť .

a a a a
a a a

Násobenie je opakované
Umocnenie je opakované .

.

a

b

Mama vysvet¾ovala Eme, aký je rozdiel medzi umocnením a násobením.

Ema a Filip vyriešili tú istú úlohu v písomke rôznymi spôsobmi. Kto z nich to vyriešil správne?
Ak niekto z nich urobil chybu, vysvetli akú a napíš aj správne riešenie.

Pán uèite¾ napísal na 4 karty 4 rôzne èíselné výrazy s mocninami.
Nájdi výrazy, ktoré majú rovnakú hodnotu.

A1

A2

A3

2 × 23 3 (2 )3 2 26 43
a db c

3 + 3 + 3 = ?
5 · 5 · 5 + 5 · 5 · 5 + 5 · 5 · 5 =
= 125 + 125 + 125 =
= 375

5 5 5

Ani jeden to nemá správne.
Ema namiesto umocnenia trojky vynásobila základ mocniny (3) mocniteľom (5).
Zápis 3 znamená, že trojku treba opakovane (5-krát) násobiť.
Dostaneme 3 = 3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 243.
Správne riešenie: 3 + 3 + 3 = 243 + 243 + 243 = 3 · 243 = 729.
Filip namiesto 3 vypočítal 5 , teda zamenil základ mocniny a mocniteľa.

5

5

5 5 5

5 3

2 · 2 = 8 · 8 = 643 3

Všetky výrazy majú hodnotu 64.

(2 ) = 8 = 643 2 2 2 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 646 4 = 4 · 4 · 4 = 643

sčítanie
násobenie

násobením
umocnením

5
5

5
5

5
5

15
125

4a
a4

9.1Mocninya odmocniny
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Pozoruj, ako sa menia hodnoty mocnín
s klesajúcim mocnite¾om. Èo si všimneš?

Ako asi pokraèuje tabu¾ka
pre ïalšie hodnoty v tejto postupnosti?

správne – nesprávne

správne – nesprávne

správne – nesprávne

správne – nesprávne

b

cDoplò tabu¾ku hodnôt
mocniny desiatky.

aA4

104

10 000
100103 10–1102 10 2– 10 4–101 10–3

5 – 5 =a a2 2

a a a2 3 5+ =

b b b2 2+ (3 ) = 102

Majka upravovala výrazy s mocninami. Nebola si však istá, èi má všetko správne.
Skontroluj jej riešenia a tam, kde má chybu, vysvetli, preèo je jej riešenie nesprávne.

A5

—— = 5b420
4

b
b

8

2

a

d

b

c

11 000 100 10

Pri poklese mocniteľa o 1
sa hodnota mocniny 10-krát zmenší.

�iaci mô�u poveda�, �e poèet núl v danej mocnine desiatky
je také isté èíslo ako mocnite¾. To je správne, avšak kvôli pokraèovaniu úlohy
ich potrebujeme navies� na 10−násobné zmenšovanie, napr. otázkou:
Aká je ka�dá ïalšia mocnina oproti predchádzajúcej? (väèšia/menšia? O ko¾ko?).

Cie¾om úlohy je, aby si �iaci všimli postupnos� a aplikovali ju na ïalšie èleny.

V tejto úlohe sa vyskytujú chyby, ktoré �iaci èasto robia.
Diskutujte so �iakmi v triede, v èom spoèíva problém – nestaèí len uvies� správne riešenie.

— —– ——– ———1
10

1
100

1
1 000

1
10 000

Lebo 5 je skrátený zápis + + + + ,
čiže odobraním päťky mi nezostane .
Výraz sa dá upraviť len vyňatím päťky na 5( – 1).

a a a a a a
a

a

2 2 2 2 2 2

2

2

Lebo nejde o súčin piatich , ale súčin dvoch sčítaný so súčinom troch .
Na príklade to vidno lepšie: 2 + 2 = 2 · 2 + 2 · 2 · 2 = 4 + 8 = 12,

2 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 32. Teda 2 + 2 2 .
Výraz sa dá upraviť len vyňatím na (1 + ).

a a a

a a a

2 3

5 2 3 5

2 2

Lebo po vynásobení menovateľa zlomku s výsledkom delenia
musíme dostať opäť čitateľa (napr. platí — = 3, lebo 4 · 3 = 12).
Tu vychádza čitateľ: 4 · 5 = 4 · 5 · · = 20 .
Aby sme dostali 20 , výsledok delenia musí byť 5 .

b b b b b
b b

2 4 2 4 6

8 6

12
4
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Nájdi takú hodnotu èísla , pre ktorú je Viktorovo tvrdenie pravdivé.x

Nájdi takú hodnotu èísla , aby Viktorovo trvdenie pravdivé.x nebolo

Existuje hodnota èísla , ktorej druhá aj tretia mocnina sú rovnaké?x

a

b

c

d

Viktor vymyslel tvrdenie o druhej a tretej mocnine.A6

kocka 1
= 0,5 dma

kocka 2
= 5 cma

kocka 3
= 50 mma

�iaci mali urèi�, ktorá kocka má najväèší objem, prièom mali zadané då�ky ich hrán.
S kým súhlasíš a preèo?

A7

Lucka

Martin

Lukáš

Je to kocka 3,
lebo tá má najdlhšiu

hranu, až 50.

Je to kocka 1,
lebo údaj je v deci-

metroch a tie sú
najväčšie.

Všetky tri
majú rovnaký

objem!

Druhá mocnina čísla x
je menšia ako

jeho tretia mocnina.

Nájdi všetky x,
pre ktoré Viktorovo

tvrdenie platí.

Preformuluj Viktorovo tvrdenie o vz�ahu druhej a tretej mocniny tak, aby bolo pravdivé v�dy.

1
2

1
2

1
4

1
2

1
8

Napr. ak = 3,
potom = 3 = 9 < = 3 = 27.

x
x x2 2 3 3

Napr. ak = –1, potom = (–1) = 1 > = (–1) = –1;
ak = —, potom = (—) = — > = (—) = —.

x x x
x x x

2 2 3 3

2 2 3 3

Áno, túto podmienky spĺňajú iba čísla 0 a 1,
pretože = (0) = 0 = = (0) = 0

a = (1) = 1 = = (1) = 1.
x x
x x

2 2 3 3

2 2 3 3

Druhá mocnina kladného čísla väčšieho ako 1
je menšia ako jeho tretia mocnina.

x

Luckino tvrdenie nie je správne,
pretože sa nestačí pozrieť
na jednotky, 0,5 dm je to isté ako 5 cm.

Martin nemá pravdu,
lebo sa nestačí pozrieť len na čísla,
ale aj na jednotky – 50 mm je to isté ako 5 cm.

0,5 dm = 5 cm = 50 mm, preto má pravdu Lukáš.

Všetky tri kocky sú rovnaké,
preto budú rovnaké aj ich objemy.

�iaci mô�u argumentova� aj tak, �e najprv urèia
objemy všetkých troch kociek a potom ich porovnajú.
Musia však ma� objemy v rovnakých jednotkách.
Diskutujte s nimi, ktoré riešenie je efektívnejšie
a èi vôbec treba poèíta� objem kocky.
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Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

a ar s r s= +· a

( + ) = +a b a b2 2 2

a b a b+ = +

( – ) = –a b a b2 2 2

a
( =a ar s r s·)

d

e

b

c

Danka overovala platnos� tvrdení tak, �e za písmená dosadila nejaké èísla.
Pri ka�dom jej vyšlo, �e tvrdenie platí. Ktoré èísla mohla v jednotlivých tvrdeniach dosadi�?
Sú tieto tvrdenia naozaj pravdivé v�dy? Preèo?

Napr.

Napr.

Napr.

Napr.

Napr.

A8

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

to, čo sme spravili s 2, môžeme spraviť s hocijakým číslom ,
pričom ( ) znamená -krát vynásobiť samo sebou
a je -krát vynásobené samo sebou.
Spolu máme teda súčin ( · ) -čok.

a
a s a

a r a
r s a

r s r

r

(2 ) = 2 · 2 · 2 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 2
2 = 2

2 3 2 2 2 6

2 · 3 6

2 · 2 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 2
2 = 2

3 4 7

3 4 7+

(2 + 0) = 2 = 4
2 + 0 = 4 + 0 = 4
(Platí, ak aspoň jedno z , je 0.)

2 2

2 2

a b

1 + 0 = 1 = 1
1 + 0 = 1

(Platí, ak aspoň jedno z , je 0.)a b

(2 – 2) = 0 = 0 · 0 = 0
2 – 2 = 4 – 4 = 0
(Platí, ak = alebo = 0.)

2 2

2 2

a b b

neplatí napr. pre 1 a 1.

neplatí napr. pre 7 a 2.

to, čo sme spravili s 2, môžeme spraviť s hocijakým číslom , pričom
znamená -krát vynásobiť samo sebou a podobne to platí pre .

Spolu máme teda súčin ( + ) -čok.

a
a r a a

r s a

r s

neplatí napr. pre 1 a 2.

107Mocniny a odmocniny



Ktoré èíslo by pod¾a tohto návodu bolo tre�ou odmocninou zo 125?

Niektorí komentujúci však tvrdili, �e tento návod nefunguje
pre ¾ubovo¾né prirodzené èíslo. Majú pravdu? Preèo?

a

b

A9

Ktoré èíslo je väèšie, 47,3 · 10 alebo 1,108 · 10 ? Zdôvodni svoju odpoveï bez pou�itia kalkulaèky.6 8

Katka našla na internete návod, ako sa dá ¾ahko
vypoèíta� druhá odmocnina z èísel 64 a 25.

A10

2 64 = 8 2 25 = 5

3 125 = ?

10 – 2 7 – 2

Táòa a Dáša urèovali hodnotu èísla 0,3 · 10 . S ktorým z dievèat súhlasíš a preèo?4

A11 a

Neskôr mali urèi�, èi je èíslo 0,3 · 10 väèšie alebo menšie ako nula.
Je èíslo 0,3 · 10 kladné alebo záporné? S ktorým z dievèat súhlasíš a preèo?

–4

–4

b

Blbosť, tou malou
štvorkou nemôžeš len tak
násobiť. Je to exponent,
ktorý určuje, koľkokrát
treba číslo 10 vynásobiť

samo sebou.

Ja si myslím,
že to všetko

treba vynásobiť :
0,3 · 10 · 4 = 12.

Táòa

Táòa

Dáša

Dáša

Nemyslím si, to by
muselo byť znamienko

mínus úplne na začiatku,
teda –0,3 · 10 .4

Tvoj výsledok
z predchádzajúcej

úlohy stačí iba vynásobiť
číslom –1, nie?

1 + 2 + 5 = 8, 8 – 3 = 5, preto 125 = 5
3

Majú pravdu. Návod nefunguje napr. pre 100, 49 alebo 33.
1 + 0 + 0 = 1,
4 + 9 = 13,
3 + 3 = 6,

1 – 2 = – 1,
13 – 2 = 11,
6 – 2 = 4,

ale 100 –1, lebo (–1) = 1
ale 49 11, lebo 11 = 121
ale 33 4, lebo 4 = 16

2

2

2

Cie¾om úlohy je porozumie�
návodu (h¾adanie opakujúceho sa
vzoru) a potom ho aplikova�.

Oèakávame, �e �iaci overia platnos� návodu na vybranom èísle.
Cie¾om úlohy je vyvráti� tvrdenie vyplývajúce z obrázka pomocou kontrapríkladu.

Úpravou druhého čísla 1,108 · 10 = 110,8 · 10 dosiahneme rovnakú
mocninu 10 u oboch čísel, stačí teda porovnať základy.
Keďže 110,8 > 47,3, tak aj 1,108 · 10 > 47,3 · 10 .

8 6

8 6

Pravdu má Dáša.
Exponent 4 udáva počet činiteľov,
teda 0,3 · 10 =

= 0,3 · 10 · 10 · 10 · 10 = 3 000.

4

1
104

3
10

1
10 · 10 · 10 · 10

Je kladné.
Záporný exponent vyjadruje
prevrátenú hodnotu mocniny, takže 10
sa nachádza „pod zlomkovou čiarou“.
0,3 · 10 = 0,3 · —– = — · —————–– =
= 0,000 03.
Všetky činitele sú kladné, teda aj výsledok
je kladné číslo. Pravdu má opäť Dáša.

4

–4
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Aká èas� ¾udí na svete, vyjadrená zlomkom, nemá jedlo a prístrešie?

Ko¾ko je v súèasnom svete detí?

O ko¾ko viac ¾udí v súèasnom svete hovorí po èínsky ako po anglicky?

V USA �ije pribli�ne 3,3 · 10 ¾udí. Ko¾ko ¾udí vo svete so 100 ¾uïmi by �ilo v USA?8

a

d

b

c

Na svete je pribli�ne osem miliárd ¾udí. Vedci vypoèítali, �e keby existoval svet len so 100 ¾uïmi,
20 z nich by boli deti, 25 ¾udí by nemalo jedlo a prístrešie, 17 ¾udí by hovorilo po èínsky
a 8 by hovorilo po anglicky. Na základe uvedených údajov odpovedz na nasledujúce otázky
a vysvetli, preèo sú tvoje odpovede správne.

A12

Jana, Katka a Adam si zapisovali
všetky èíselné údaje z textu vedeckým zápisom.

Zakrú�kuj všetky vedecké zápisy, ktoré sú správne.

Mno�stvo vody na Zemi

Poèet ¾udí pijúcich kontaminovanú vodu

Mno�stvo vody vyparenej za deò

Spotreba vody na výrobu 1 kg kávy

126 ·10

1,8 ·10

1 000 ·10

11 ·10

Jana
19

9

9

3

Katka

1,26 ·10

18 ·10

1 000 000 000 000 =10

1,1 ·10

21

9

12

4

Adam

12,6 ·10

1,8 ·10

1 ·10

1,1 ·10

20

8

12

3

Akú najèastejšiu chybu urobili Jana, Katka a Adam a èo by mala pani uèite¾ka v škole ešte zdôrazni�?

a

b

Na Zemi sa nachádza celkovo 1 260 000 000 000 000 000 000 litrov vody.
Minimálne 1,8 miliardy ľudí používa zdroje pitnej vody kontaminované fekáliami.
Každý deň sa zo zemského povrchu vyparuje asi bilión ton vody.
Na výrobu jedného kilogramu kávy je potrebných až 11 000 litrov vody.

A13

1
4

Štvrtina, lebo vo svete so 100 ľuďmi by to bolo 25 ľudí, čo je —.

Vo svete so 100 ľuďmi by deti tvorili pätinu ľudí.
Preto v skutočnom svete s 8 miliardami ľudí bude detí tiež jedna pätina.
8 : 5 = 1,6, takže na svete je približne 1,6 miliardy detí.

Po čínsky ...... 17 % .... 0,17 · 8 = 1,36 miliardy
Po anglicky .... 8 % .... 0,08 · 8 = 0,64 miliardy 1,36 – 0,64 = 0,72

Na svete hovorí po čínsky o 0,72 miliardy viac ľudí ako po anglicky.

80 ..... 100 %

3,3 : 80 = : 100
3,3 · 100 = 80

330 = 80
= 4,125

3,3 .... %x
x

x
x

x

Celková populácia: 8 miliárd = 8 · 10 = 80 · 10
Určíme, koľko percent z celkovej populácie žije v USA.

V USA žije 4,125 % svetovej populácie.
Preto vo svete so 100 ľuďmi, by to bolo tiež len 4,125 %,
čo sú približne 4 ľudia.

9 8

Najčastejšia chyba je, že nedodržali pravidlá
vedeckého zápisu · 10 , pričom pre platí, že 1 10.
Napr. Jana má všetky hodnoty správne, ale iba jedna je vo vedeckom zápise.

a n a a <
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Milan:

Eliška:

„

„

Pod¾a vety viem
zostroji� a .
Pre to neplatí, ale
neviem vysvetli� preèo.“

sa tie�
dá zostroji�, len treba
nieèo dopoèíta�...“

usu
ABC GHI

DEF

DEF

Milan a Eliška mali rozhodnú�, èi sa trojuholníky na obrázku dajú zostroji�.
Rozhodni, èi sú ich úvahy správne. Ak nie, vysvetli, kde spravili chybu.

Milan:

Eliška:

„Všetky trojuhol-
níky sa dajú zostroji�
pod¾a vety .“

„Veta dáva
zmysel, ale pod¾a mòa
to ešte treba nejak overi�.
Nepamätám si ako.“

sss
sss

Milan:

Eliška:

„

„

Všetky trojuholníky
sa dajú zostroji� pod¾a
vety .“

Áno, mali by sa
da� zostroji�.“

sus

1A1

a

b

c

28 cm

14
cm

10 cmA B

C

17 cm
16

cm

10 cmG H

I

28 cm

16
cm

17 cmD E

F

B

C

45°

60° 14
cm

A H

I

53° 62°
29 cmG

F

D

75°

75°

18 cm

E

18
cm

16 cm E

F

26°

D H

I

114°

18 cm

14
cm

GB

C

10
cm

14
cm

A

Dá sa zostrojiť
trojuholník KLM?

84°

L

M

97°
13

cm

K

Milan nemá pravdu. Dĺžky strán musia spĺňať trojuholníkovú nerovnosť.

Milan má pravdu, že a
sa dajú zostrojiť podľa vety – k strane
sú priľahlé dva uhly, ktorých veľkosť poznáme.
To neplatí o . Nevieme síce určiť dĺžku strany ,
ale vieme dopočítať veľkosť tretieho uhla pri vrchole :
180° – 75° – 75°= 30°. Teraz už dokážeme zostrojiť aj tento trojuholník.

ABC GHI
usu

DEF DE
F

Obaja majú pravdu. Vo všetkých troch prípadoch sú zadané dĺžky dvoch strán
a uhol nimi zovretý, takže trojuholníky sa dajú zostrojiť.

Trojuholník (otázka vrany) sa nedí zostrojiť, lebo súčet
jeho dvoch vnútorných uhlov je 181°, čo je viac ako 180°.

KLM

ABC: 14 + 10 < 28 : 16 + 17 > 28DEF : 10 + 16 > 17GHI
nedá sa zostrojiť dá sa zostrojiť dá sa zostrojiť

9.2Ïalšiekonštrukcie trojuholníka
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Na obrázku je èas� konštrukcie pod¾a zadania:
Zostrojte trojuholník ABC, ak |AB|= 7 cm, | BAC|= 50° a v = …c

1A2

Aká by mala by� då�ka , aby sa trojuholník dal zostroji�?
Zdôvodni svoje riešenie.

vc

Aká by mala by� då�ka , aby mala úloha dve riešenia?vc

a

b

Dominika narysovala úseèku , našla jej stred a zostrojila
kru�nicu so stredom v bode a polomerom = —|AB|.
Na kru�nici si zvolila bod a spojila ho úseèkami s bodmi , .

AB S
S r

C A B
Vznikol pravouhlý trojuholník . Zaujímala sa, èi je pravouhlýABC
iba náhodou. Preto chcela urèi� ve¾kos� uhla pri vrchole
bez merania a riešenie zdôvodni�. Riešenie si rozkrokovala.

C

1
2

1A3

Doplò chýbajúci text.a

Úsečka má veľkosť .
Trojuholník je teda , preto veľkosť uhla je .
Trojuholník je tiež rovnoramenný, preto veľkosť uhla je .
V každom trojuholníku je súčet veľkostí jeho vnútorných uhlov .
V trojuholníku teda platí: + + ( + ) = .

SC
ASC ACS
SBC BCS

ABC

1.
2.

3.

A

C

Sr r B

Posledný výraz zjednoduš a urè, èomu sa rovná + (t. j. ve¾kos� uhla pri vrchole ).Cb

50°

7 cmA B

X

Ak by sme poznali dĺžku , vrchol
nájdeme tak, že urobíme rovnobežku
s úsečkou vo vzdialenosti od .
Tam, kde sa rovnobežka pretne s ramenom , vznikne vrchol .

Tento postup vieme urobiť pre ľubovoľnú vzdia-
lenosť od úsečky a rovnobežka bude mať
vždy práve jeden priesečník s ramenom .
Preto výška môže mať
ľubovoľnú nenulovú dĺžku.

v C

AB AB
AX C

AB
AX

c

v

v

c

c

Úloha by mala dve riešenia vtedy,
ak by sa rovnobežka a rameno pretli v dvoch rôznych bodoch.
Tieto priamky sú rôznobežné, takže majú iba jeden priesečník.
Úloha preto nikdy nebude mať dve riešenia v jednej polrovine.

AX

Cie¾om tejto úlohy je zdôvodni�, preèo sú body na Tálesovej kru�nici
(okrem bodov A, B) vrcholmi pravouhlých trojuholníkov.
Sami by to �iaci na ZŠ pravdepodobne nezvládli,
preto je zdôvodnenie rozkrokované a chýba len málo textu.
Navádzame ich na deduktívne zdôvodòovanie, ktoré vedie k platnému dôkazu.

2 + 2 = 180° /: 2
+ = 90°

C

vc

C4

C3

C2

C1

A B

r
rovnoramenný

180°
180°
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A4 Emil sa sna�il narysova� trojuholník pod¾a zadania:

Pani uèite¾ka mu pri kontrole prezradila, �e pri konštrukcii urobil v jednom kroku chybu.
Zostrojte trojuholník EMA, ak |EM|= 5,4 cm, | EMA|= 42° a t = 4 cm.a

1. Narysoval úseèku , èi�eEM
stranu trojuholníka .a EMA

2. Zostrojil uhol .EMX

3. Narysoval stred strany ,
aby mohol zostroji� �a�nicu.

a

4. Cez bod narysoval kolmicu
na stranu a tam, kde sa pretla
s ramenom , vznikol vrchol .

S
a

MX A

M

M

M

M

S

S

E

E

E

E

X

X

X

A
k

Vysvetli, preèo Emilov postup nie je správny.a

Dá sa urèi�, ko¾ko riešení bude ma� úloha,
bez toho, aby sme trojuholník rysovali?

b

V kroku 4 narysoval kolmicu.
Ťažnica je ale úsečka, ktorá spája
vrchol so stredom protiľahlej strany.
Kolmá na protiľahlú stranu je len v špeciálnych
prípadoch – v rovnostrannom alebo
v rovnoramenom trojuholníku.

Namiesto zostrojenia kolmice mal Emil
dĺžku ťažnice naniesť pomocou kružidla,
teda narysovať kružnicu so stredom ,
ktorej polomerom je dĺžka ťažnice.
Tam, kde sa kružnica pretne s ramenom ,
vznikne vrchol .

S

MX
A

Od stredu po krajné body a je 2,7 cm.
Ťažnica má mať dĺžku 4 cm, preto treba
narysovať kružnicu s týmto polomerom.
Tá pretne rameno iba v jednom bode.
Úloha preto bude mať iba jedno riešenie
v jednej polrovine.

S E M

MX

r = 4 cm

2,7 cm2,7 cm MSE

X A
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Ktorá z rovníc sem nepatrí? Zdôvodni preèo.

Ku ka�dej rovnici napíš, ktorú ekvivalentnú
úpravu je vhodné urobi� ako prvú.

Ktorá z rovníc sem
nepatrí a preèo?

1

1

A1

A2 b

A:

B:

C:

D:

2x = 12

+ 2 = 8

– 4 = 2

= 3 – 6

x

x

x x

A:

B:

C:

D:

E:

F:

G:

H:

6 + 5 = 8

5 – 8 = 12

6 + 5 = 7

5 = 25

— = 56

6 + 9 = 3

3 = 9

8 = 2 – 1

x

x

x

x

x

x

x

x

2
3

a

�iaci mali na písomke vyrieši� 4 rovnice. Za ka�dú mohli získa� 2 body.A3
Oprav Soninu písomku.

(1) (2)

(4)(3)

Ko¾ko bodov by asi dostala
Soòa od pani uèite¾ky
za túto písomku a preèo?

a b

2 + 3 = 3 + 4
2 = 3 + 7
– = 7

= –7

z z
z z
z
z

4 · (4 – 1) = 6 – 6
16 – 1 = 6 – 6

15 = 6 – 6
21 = 6

= ––

x
x
x
x

x

5 – 8 = 3 – 2
5 = 3 +10

15 = 3
5 =

y
y
y

y

2 + 6 = + 2
2 = – 4

= –4

x x
x x
x

/+ 3
/– 3
/· (–1)

z

/+ 6
/: 6

/+ 8
/– 10
/: 3

/ – 6
/ – x

12

21
6

�iaci mô�u prís� aj s inými odpoveïami,
musia ich ale zdôvodni�. Úloha je pomerne
jednoduchá, chceme zapoji� všetkých �iakov.

Nepatrí sem napr. rovnica D,
pretože riešením prvých troch je číslo 6
a to nie je riešením D.

odpočítať 6
pripočítať 8
odpočítať 6
vydeliť 5
vynásobiť 3
odpočítať 9
vydeliť 3
+1 alebo vymeniť strany

Cie¾om tejto úlohy je, aby �iaci rovnice
porovnali (vzh¾adom na úpravy, ktoré by urobili)
a identifikovali podobnosti a rozdiely.
Mô�u, samozrejme, prís� aj s inými odpoveïami,
musia ich ale zdôvodni�.

Rovnica H,
lebo neznáma je na pravej strane.
Alebo rovnica E,
lebo ako jediná má v zadaní zlomok.

Cie¾om tejto úlohy je, aby �iaci
skontrolovali riešenia niekoho
iného, identifikovali chyby, roz−
hodli, do akej miery sú chyby
záva�né, a pridelili riešeniam body.
Je to subjektívne, ale mô�e z toho
vzniknú� dobrá diskusia o chybách
pri riešení rovníc, kde budú �iaci
jednotlivé kroky zdôvodòova�.

1
3– —

Riešenie je správne.

1
1

6

4

6

–1

12
18

3

– 3

–1

9.3Lineárne rovnice
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�iaci chodili v dvojiciach k tabuli a ich úlohou bolo pri riešení rovníc zvoli�
vhodnú ekvivalentnú úpravu. Vysvetli ich postup a oprav prípadné chyby.

1A4

a

b–4 – 6 = 12 – 2x x –4 – 6 = 12 – 2x x
–4 – 6 + 2 = 12x x

–2 – 6 = 12x
6 = 12 – 2 – 4x x

2 ( – 4) + ( + 3) = 5x x ( – 4) + 2 ( + 3) = 10x x

— ( – 4) + — ( + 3) = 5x x — ( – 4) + — ( + 3) = 5x x/· 4 /· 21
4

1
4

1
2

1
2

/: 8 /: 48 = 4x 8 = 4x
x = 0,5

c

x = 2

/– 4x /+ 2x

6 = 12 – 6x

V riešení nie je vynásobená
pravá strana rovnice.

Žiak sa dopustil dvojnásobnej chyby.
Ak chce mať neznámu iba na pravej
strane rovnice, tak musí výraz 4
k obom stranám rovnice pripočítať.
Zároveň na ľavej strane rovnice
zabudol znamienko mínus pri čísle 6.

x

V riešení je zle vynásobená
druhá zátvorka.

V riešení žiak k obom stranám
rovnice pripočítal výraz 2
a tak výrazy s neznámou ostali
iba na ľavej strane rovnice.
Postup je správny.

x

–
–

· 4

+ 2x

—12

Riešenie je správne,
obe strany rovnice sú vydelené
rovnakým nenulovým číslom.

Chyba je v delení –
ak máme deliť obe strany štvorkou,
má vyjsť 2 = 1.
Ak by sme delili obe strany číslom 8,
dostali by sme výsledok správny.

x

2 1
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Mia kreslila schody z bodiek
pod¾a urèitého pravidla.

A5

Z ko¾kých bodiek pozostávajú schody èíslo 100, 1 000 a 1 001 v tejto postupnosti? Odpoveï zdôvodni.

Mia napísala výraz, pomocou ktorého sa dá urèi� poèet bodiek
v ¾ubovo¾ných schodoch èíslo . Je výraz správny?
Vysvetli, èo, pod¾a teba, reprezentujú jednotlivé èasti výrazu.

b
n

n

Otec tvrdil, �e existujú schody, ktoré pozostávajú presne z 2 345 bodiek.
Mia dosadila poèet bodiek do výrazu a vyriešila rovnicu s neznámou .
Èo jej vyšlo? Mal otec pravdu?

n

Ko¾ko bodiek budú ma� schody
èíslo 4, 5 a 10? Odpoveï zdôvodni.

b

c

b

a

1 2 3 4 5 10Schody èíslo

Poèet bodiek

schody 1 schody 2 schody 3

b nn= 5 + ( – 1) · 4

�iaci mô�u schody aj kresli� alebo si všimnú� nárast o 4 v tabu¾ke
a pod¾a toho urèi� poèet bodiek v schodoch èíslo 10.
S takýmto typom úlohy sa u� stretli v ni�ších roèníkoch, len ju pripomíname.

�iaci musia dospie� k výrazu, pod¾a ktorého budú poèet bodiek urèova�.
Porovnajte ich stratégie riešenia v spoloènej diskusii.

Prvý schod má 5 bodiek a v každom ďalšom sa pridávajú 4 bodky.
Od prvého schodu po desiaty schod pripájame 9 × 4 bodky,
preto schody číslo 10 budú mať 5 + 9 · 4 = 5 + 36 = 41 bodiek.

Aplikujeme ten istý princíp z časti a).
schody 100 ....... 5 + 99 · 4 = 401 bodiek
schody 1 000 .... 5 + 999 · 4 = 4 001 bodiek
schody 1 001 .... o 4 bodky viac ako schody 1 000 .... teda 4 005 bodiek

2 345 = 5 + ( – 1) · 4
2 340 = 4 – 4
2 344 = 4

586 =

n
n
n

n

/– 5
/+ 4
/: 4

Otec mal pravdu, schody číslo 586 by pozostávali z 2 345 bodiek.

5 9 13 17 21 41

Áno, výraz je správny.
Premenná určuje počet bodiek v schode číslo ,
5 je konštanta, ktorá sa nachádza v každých schodoch (schod 1 má 5 bodiek)
a zvyšná časť vzorca ( – 1) · 4 vyjadruje, koľkokrát pridáme po 4 bodky
k schodu 1.

b n

n

n
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Samo mal za domácu úlohu
dokonèi� riešenie slovnej úlohy
na pohyb. Je Samovo riešenie
správne? Aká by mala by�
jeho odpoveï na otázku?

A6

s v t
s t
s t

B B B

B

B

= ·
= 90 · ( – 1)
= 90 – 90

/+ 90
/: 145

A

8:00 9:00

BvA = 55 km/h

t tA = t tB = – 1

vB = 90 km/h

s = 142 km

s v t
s t

A A A

A

= ·
= 55 ·

s = +sA sB

142 = 55 + 90 – 90
142 = 145 – 90
232 = 145

= 1,6 h

t t
t
t

t

= 30

= 28

++

+ ++ + = 28

Dve mestá sú od seba vzdialené 142 km.
Z mesta A vyrazí o 8:00 auto, ktoré ide priemernou rýchlosťou 55 km/h.
Z mesta B auto vyrazí až o 9:00 priemernou rýchlosťou 90 km/h.
Koľko bude hodín, keď sa autá stretnú?

Veronika videla na internete úlohu, v ktorej bolo treba urèi�
hodnotu jedného banána. Do komentára napísala:
„
Jej babka Veronikinu odpoveï okomentovala:

Ako Veronike vysvetlíš, preèo je jej odpoveï nesprávna?

To je super ¾ahké, banán má hodnotu 9.“

„Veronièka moja, nemáš to dobre.“

Ktorá z rovníc je správna na vyriešenie nasledujúcej úlohy?
„Myslím si èíslo, pripoèítam k nemu 8
a výsledok vynásobím 3. Dostanem èíslo 66.
Ktoré èíslo som si myslel?“

x + 24 = 66 3 + 8 = 66x

3 + 24 = 66x 3( + 8) = 66x

A7

A8

Cie¾om úlohy je posúdi� správnos� riešenia.
Nároèné mô�e by� pochopenie, èo vlastne
reprezentuje neznáma t a preèo je v prípade
auta idúceho z mesta B èas oznaèený ako t – 1.

Riešenie je správne.
Samo označil neznámou čas (v hodinách), ktorý uplynie autu idúcemu
z mesta A od 8:00, pokým sa obe autá nestretnú. Druhému autu idúcemu
z mesta B od 9:00 uplynie do stretnutia o hodinu menej času, čiže – 1 hodín.
Vyriešením pohybovej rovnice dostáva

= 1,6 h = 1,6 · 60 = 96 min = 1 h 36 min.
Autá sa stretnú približne o 9:36.

t

t

t

So �iakmi mô�ete diskutova� o tom,
ako by sa muselo zmeni� zadanie úlohy,
aby prvá, resp. druhá rovnica bola správna.

Veronika pravdepodobne z prvej rovnosti dostala, že 1 jablko má hodnotu 10
a to dosadila do druhej rovnice. Dostala tak, že + = 18.
Vydelila 18 dvoma a vyšlo jej, že banán má hodnotu 9.
V rovnici na obrázku je však trs troch banánov, nie jeden.
Preto 9 znamená hodnotu 3 banánov. Jeden banán má teda hodnotu 3.

banány banány

Správne sú obidve spodné rovnice.
Obidvoma dostaneme číslo 14,
ktoré vyhovuje úlohe.
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5 – = 6
– 5 = 6 /+ 5

= 11

x
x

x

Liana a Boris riešili rovnicu 5 – = 6.xA9 Kto z nich vyriešil rovnicu správne?
Svoju odpoveï zdôvodni.

Klára riešila tú istú rovnicu. Ako jej vysvetlíš,
�e 5 – = 6 nie je to isté ako – 5 = 6?x x

a

b

5 – = 6
= 6 – 5
= 1

x
x
x

Tri klokany, Hop, Skok a Skacko, majú spolu 17 rokov.
Hop má dvakrát to¾ko rokov èo Skok a Skacko je o tri roky mladší ako Skok.
Oznaè Skokov vek .x

Marko mal rieši� úlohu:

Poèet sed-¾ahov jednotlivých dievèat si Marko najprv znázornil
štvorèekmi neznámej hodnoty, aby sa mu ¾ahšie zostavila
rovnica. Dokonèi riešenie úlohy pod¾a Markovho postupu.

Mia spravila pä�krát viac sed−¾ahov ako Iva.
Lea ich spravila o 35 viac ako Iva.
Zoe spravila o 12 sed−¾ahov menej ako Lea.
Ko¾ko sed−¾ahov spravila ka�dá, ak spolu ich spravili 162?

A10

A11

Hop
Skok
Skacko

.........
........

....
x

Vyjadri vek všetkých troch
klokanov pomocou .x

Napíš rovnicu, ktorá zodpovedá súètu veku klokanov,
a urè vek ka�dého klokana.

a b

Iva .....
Mia ....
Lea ....
Zoe ....

x

x + 35

Ak od čísla 5
odoberieme nejaké číslo,

dostaneme číslo menšie ako 5,
ale má to byť 6. Rovnica

nemá riešenie!

5 – 1 nie je to isté ako 1 – 5,
preto ani 5 – nie je to isté ako – 5.
Mohla by skúsiť dosadiť za aj 11
do pôvodnej rovnice (skúška správnosti).

x x
x

Ani jeden to nemá dobre.
Skúškou správnosti Liana dostane 5 – 1 = 4, nie 6.

Borisova úvaha platí iba pre kladné číslo .
Ak od 5 odoberieme záporné číslo, tak ho
vlastne pripočítame a výsledok bude väčší ako 5.
Riešením je číslo –1, lebo 5 – (–1) = 5 + 1 = 6.

x

2x

x – 3

.... 2 · 5 = 10 rokov

................ 5 rokov
..... 5 – 3 = 2 roky

2 + + ( – 3) = 17
4 – 3 = 17

4 = 20
= 5

x x x
x

x
x

x x x x
x x x x

x
x
x

+ 5 + ( + 35) + (( + 35) – 12) = 162
+ 5 + + 35 + + 23 = 162

8 + 58 = 162
8 = 104

= 13

/– 58
/: 8

Ida spravila 13 sed-ľahov, Mia 65, Lea 48 a Zoe 36.

x

x + 35 – 12

x x x x
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Ktorá trojica èísel sem pod¾a teba nepatrí a ktorou trojicou ju mô�eš nahradi�? Zdôvodni svoj názor.

�iaci mali vylúèi� jednu trojicu èísel a uvies� dôvod svojho rozhodnutia. S kým súhlasíš a preèo?

Rozhodni o pravdivosti tvrdení, svoje rozhodnutie zdôvodni.

A1

A2

A3

A:

B:

C:

D:

7, 7, 7

8, 15, 17

3, 4, 5

5, 12, 13

A:

B:

C:

D:

6, 8, 10

40, 42, 9

9, 12, 15

11, 60, 61

Existuje jediný pravouhlý trojuholník s då�kami strán 5 a 7.

Existuje pravouhlý aj nepravouhlý trojuholník s då�kami strán 3 a 5.

Existuje trojuholník, ktorého då�ky všetkých strán sú desatinné èísla a platí v òom Pytagorova veta.

a

d

b

c

pravda – nepravda

pravda – nepravda

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Nika:

Vilo:

Anna:

„Nepatrí sem trojica A,
lebo má všetky èísla párne.“

„Nepatrí sem trojica B,
lebo neobsahuje strany
pravouhlého trojuholníka.“

„Nepatrí sem trojica B,
lebo v ostatných sú èísla
usporiadané vzostupne.“

pravda – nepravda

pravda – nepravda

Nepatrí sem trojica A, lebo
trojice B, C aj D môžu byť dĺžkami
strán pravouhlých trojuholníkov.
Trojica 7, 7, 7 sa dá nahradiť napr.
trojicou 6, 8, 10, lebo 6 + 8 = 10 .2 2 2

�iaci mô�u uvies� odpoveï A aj preto, lebo
v ostatných trojiciach sú všetky èísla iné,
èo by bolo tie� správne zdôvodnenie.
Keby trojicu nahradili nepytagorejskou
trojicou, zadajte im úlohu, v ktorej majú opä�
jednu trojicu vylúèi�. Tu u� pravdepodobne
dospejú k pytagorejským trojuholníkom.

Všetky odpovede sú svojím spôsobom správne,
nie v�dy existuje jediné správne riešenie.
Na tabu¾u mô�ete urobi� preh¾ad, ko¾ko �iakov
súhlasí s Nikou, s Vilom a ko¾ko s Annou,
a potom ich necha� diskutova�, ktoré zdôvodne−
nie je lepšie a preèo.
Cie¾om úlohy je podnieti� diskusiu
a argumentáciu �iakov.

strany 5, 7 môžu byť odvesny,
ale 7 môže byť aj prepona a 5 odvesna.

pravouhlý trojuholník je napr. s dĺžkami strán 3, 4, 5.
Ak bude medzi stranami s dĺžkami 5 a 3 tupý uhol, zvyšné dva uhly
budú mať v súčte menej ako 90° a teda ani jeden z nich nemôže byť pravý.

je to napr. trojuholník s dĺžkami strán
0,3 dm, 0,4 dm a 0,5 dm.

napr. trojuholník s neceločíselnými
dĺžkami strán 0,3 dm, 0,4 dm a 0,5 dm je pytagorejský (pomer
dĺžok jeho strán sa dá vyjadriť ako 3 : 4 : 5). Alebo by stačilo
dĺžky vyjadriť v centimetroch a hneď vidno, že je pytagorejský.

Pytagorejský
trojuholník je pravouhlý

trojuholník, v ktorom sa pomer
dĺžok jeho strán dá vyjadriť

prirodzenými číslami.

Existuje pytagorejský trojuholník, ktorého då�ky strán nie sú prirodzené èísla.

9.4 Pytagorovaveta
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Pomocou ktorého výrazu správne urèíme då�ku strany
v pravouhlom trojuholníku na obrázku? Svoj výber zdôvodni.

w

A4

A5

A:

B:

C:

D:

= 6 – 3

= 3 – 6

= 6 – 3

= 6 + 3

w

w

w

w

2 2

2 2

2 2

2 2

Hmm, pekné!
Aká dlhá je najdlhšia
strana v poslednom

trojuholníku?

Tipujem,
že 12!

1

1

1

11

1

1

1

1

1

1

1 1

3w

6

Monika zostrojovala v GeoGebre pravouhlé trojuholníky.
Zaèala najmenším, rovnoramenným, s ramenami då�ky 1
a pridávala ïalšie, a� vytvorila špirálu z 12 trojuholníkov.
Timo jej výtvor okomentoval.
Má Timo pravdu?
Zdôvodni svoj názor.

A6 �iaci skúmali výpoèet. Kto zo �iakov má pravdu a preèo?

9,2 – 6 = 84,64 – 36 = 48,64
48,64 6,97

2 2

7 cm

6 cm

9,2 cmT K

RZina:

Karol:

Nina:

Martin:

„Trojuholník je pravouhlý.“

„Trojuholník nie je pravouhlý.“

„Výpoèet nie je správny.“

„6 + 7 = 9,2 “

KRT

KRT

2 2 2

Diskutujte so �iakmi o všetkých mo�nostiach a aj o tom, preèo sú ostatné mo�nosti
nesprávne. Ide o typické chyby, ktoré �iaci pri pou�ívaní Pytagorovej vety robia.

1 +1 = 1 + 1 = 2
1 + ( 2) = 1 + 2 = 3
1 + ( 3) = 1 + 3 = 4
1 + ( 4) = 1 + 4 = 5
…
1 + ( 12) = 1 + 12 = 13

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

Pomocou výrazu A, pretože
je odvesna, teda platí: = 6 – 3 .
Dĺžku strany dostaneme odmocnením.

w
w

w

2 2 2

Nemá pravdu.
Ak si označíme trojuholníky
od 1 po 12, tak dĺžky prepon sú:

1 ......
2 ......
3 ......
4 ......
…
12 ....

Pravdu má iba Karol,
lebo trojuholník nie je pravouhlý –
neplatí v ňom teda Pytagorova veta.
Ak by platila, dĺžka strany by musela byť približne 6,97 cm.
Uvedený výpočet je správny, Nina sa mýli.
Martinova rovnosť neplatí.

KRT

RT

13
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Ema u� vie, �e trojuholník s då�kami strán 3, 4 a 5 je pravouhlý a platí, �e 3 + 4 = 5 .
Pani uèite¾ka v škole hovorila, �e z tohto trojuholníka mo�no odvodi� ïalšie
pravouhlé trojuholníky tak, �e všetky då�ky strán vynásobíme rovnakým èíslom.

2 2 2

Existuje nieko¾ko dôkazov Pytagorovej vety o vz�ahu medzi odvesnami ,
a preponou pravouhlého trojuholníka. Samo skúšal dokonèi� jeden, ktorý
našiel na internete. Pod¾a obrázka doplò do dôkazu chýbajúce èasti.

a b
c

Ïalší dôkaz Pytagorovej vety, ktorý Samo našiel na internete, pochádza
z roku 1876 a prišiel naò vtedajší prezident USA James A. Garfield.
Dva pravouhlé trojuholníky s odvesnami , a preponou
umiestnil tak, �e doplnením jednej èiary vytvoril lichobe�ník.
Pomô� Samovi vyjadri� obsah vzniknutého lichobe�níka
dvoma rôznymi spôsobmi a potom obsahy porovnaj.

a b c

A7

A8

A9

Over, èi je to pravda, ak då�ky vynásobíš rovnakým èinite¾om .x

Ktoré podmienky musia plati� pre èinite¾a ?x

Obsah �ltého štvorca (so stranou + ):

Súèet obsahov štyroch trojuholníkov a štvorca so stranou :

Oba výrazy vyjadrujú obsah toho istého štvorca, preto sa rovnajú:

Upravíme výrazy na oboch stranách:

a b

c

Obsah lichobe�níka pomocou vzorca ——— · :v

Obsah lichobe�níka vyjadrený ako obsah 3 pravouhlých trojuholníkov:

Porovnanie obsahov:

a

b

Dĺžky strán po vynásobení budú:
Overenie, či platí Pytagorova veta:

b

a

b a

a b
c

cc

c

a

b

b
a

ba

c
c

z z1 2+
2

Garfieldov
obrázok je „polo-

vica“ obrázka
z úlohy 8.

Aby bol dôkaz kompletný, bolo by ešte treba zdôvodni�, preèo
je štvoruholník v strede štvorcom (lebo len vtedy je jeho obsah c ).
To mô�ete pod¾a uvá�enia urobi� so šikovnejšími �iakmi (pomocou vlastností uhlov v trojuholníkoch).

2

x > 0 (Aby sme dostali kladné dĺžky strán nových trojuholníkov.)

3 , 4 , 5
(3 ) + (4 ) = (5 )

9 + 16 = 25
25 = 25 Platí!

x x x
x x x

x
x x

2 2 2

2 2 2

2 2

( + )a b 2

4 · —— + c2

( + ) = 4 —— +a b c2 2

a ab b ab c ab2 2 2+ 2 + = 2 + /– 2
a b c2 2 2+ =

a b·
2

a b·
2

Tu by opä� bolo
potrebné kvôli
kompletnosti zdô−
vodni�, ako vieme,
�e trojuholník
s ramenami c
je pravouhlý.

S = ——————–

S = 2 · —— + ——

——————– = 2 · —— + ——

—————– = + — /· 2ab

a ab b ab c ab2 2 2+ 2 + = 2 + /– 2
a b c2 2 2+ =

a b·
2

a b·
2

c c·
2

c c·
2

c2

2

( + ) · ( + )
2

a b a b

( + ) · ( + )
2

a b a b

a ab b2 2+ 2 +
2
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13,5 kg

7kg

4kg
9 kg 8 kg

V ka�dodennom �ivote sa stretávame s vyjadreniami, ktoré sa dajú zapísa� pomocou
nerovností. Navrhni zápis nerovnosti a vysvetli, ako vieš, �e tvoja nerovnos� je správna.

A1

A2

a

a

b

b

Èo musí plati� pre celkovú hmotnos� týchto dvoch
balíkov? Podmienku zapíš nerovnos�ou.

Vstupenky nie je mo�né vráti� ani stornova�. Vstupenky Vám vieme presunú� na iné Vami zvolené
premietanie vtedy, ak o to po�iadate najneskôr 30 minút pred zaèiatkom daného predstavenia.

Ktoré dva balíky mô�e pani Mária do vý�ahu ešte nalo�i�? Zdôvodni to.

x

x

x

x

x

c

d

e

f

Svetový rekord v behu na 100 metrov odbehol Usain Bolt s èasom 9,58 s.
Ak má padnú� nový svetový rekord, musí be�ec zabehnú� 100 m za kratší èas.

Vá�ení cestujúci! Práce na ceste budú trva� minimálne tri tý�dne, pou�ite prosím obchádzkovú trasu.

Vo väèšine európskych štátov je maximálna povolená rýchlos� v obci 50 kilometrov za hodinu.

V príbalovom letáku k lieku je odporúèanie: Nepou�ívajte dlhšie ako 6 mesiacov po otvorení.

x

Na pošte prevá�ajú balíky do gará�e na odvoz malým vý�ahom s nosnos�ou 30 kg.
Pani Mária doò vlo�ila balík s hmotnos�ou 13,5 kg a chce nalo�i� ešte dva balíky.

V ka�dodennom �ivote sa stretávame s vyjadreniami, ktoré sa dajú zapísa� pomocou
nerovností. Navrhni zápis nerovnosti a vysvetli, ako vieš, �e tvoja nerovnos� je správna.

Upozornenie v kine: Filmy premietame len v prípade, ak si vstupenku zakúpilo aspoò 5 divákov.

50

6

5

30

3

Aspoň päť divákov znamená 5 a viac, preto ide o nerovnosť

x
x

+ 13,5 30 / – 13,5
16,5 kg

Najneskôr 30 minút pred začiatkom je 30 minút a viac, teda

Balíky môžu spolu vážiť najviac 16,5 kg, preto môže naložiť ľubovoľné dva,
okrem kombinácie 9 kg a 8 kg, lebo to je spolu 17 kg.
Najefektívnejšia by bola voľba 9 kg plus 7 kg.

Maximálna rýchlosť je 50 km/hod znamená 50 a menej, teda

Nie dlhšie ako 6 znamená 6 a menej mesiacov, preto

9,58Kratší čas ako 9,58 s znamená menej ako 9,58 s, preto

Minimálne tri týždne znamená tri a viac, preto
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Informácie z textu sú zapísané pomocou nerovnosti nieko¾kými spôsobmi.
Oznaè ten, ktorý je správny. Pri nesprávnych vysvetli, preèo sú nesprávne.

�iaci mali urèi�, èi nerovnosti na kartièkách vyjadrujú
to isté alebo nie, a mali aj vysvetli�, preèo je to tak.

A3

A4

a

a

b

b

Predpoveï poèasia na zajtra hlási, �e najvyššia denná teplota bude 17 °C a najni�šia 5 °C.

Ktoré z detí má pravdu?

Študenti majú nárok na z¾avnené cestovné od dovàšenia 18. roku,
najviac však do dòa predchádzajúcemu dovàšeniu 26. roku.

Ktoré nerovnosti pod¾a teba vyjadrujú to isté? Preèo si to myslíš?

Ma�o: „Pod¾a mòa
je to stále to isté.
Tie isté èísla,
tie isté písmená,
ten istý zobáèik...“

Šimon: „Veï si staèí na kartièkách
poprehadzova� -ká s trojkami,
nech je -ko v�dy v¾avo, a hneï
je jasné, �e rovnaké nerovnosti sú
na oran�ovej a fialovej kartièke
a aj na zelenej a �ltej kartièke.“

x
x

Janka: „To èo by bolo za úlohu?
Urèite je tam chyták! Ja si myslím,
�e zále�í na tom, ako je ten zobáèik
otoèený. Tak�e rovnaké nerovnosti
sú na oran�ovej a fialovej kartièke
a potom na zelenej a �ltej kartièke.“

x > 3 3 > x3 < x x < 3

5 °C 17 °C

5 °C 17 °C

5 °C 17 °C

5 °C 17 °C

t

t

t

t

18 26

18 26

18 26

18 26

v

v

v

v

Teplota by musela byť 5 °C alebo nižšia.

Teplota by nemohla byť presne 17 °C ani 5°C, je však hlásená.
Teplota by musela byť 17 °C alebo vyššia.

Znak nerovnosti („zobáčik“) porovnáva dve hodnoty.
„Otvorený zobáčik“ smeruje k väčšej hodnote, to znamená, že záleží
na orientácii znaku – v tomto má Janka pravdu, ale aj tak určila rovnaké
nerovnosti nesprávne. Na oranžovej kartičke je nerovnosť je väčšie ako 3,
kým na fialovej je menšie ako 3, preto tieto nerovnosti nie sú rovnaké.
Šimonov návrh je nesprávny, lebo „prehodením“ neznámej na ľavú stranu
nerovnosti sa zmení interval. Na fialovej kartičke je: „ je menšie ako 3“.
Ak číslo 3 a neznámu vymeníme, dostaneme, naopak, že: „ je väčšie ako 3“.
Pravdu nemá ani Maťo, všetky zápisy nevyjadrujú to isté.

x
x

x
x x

Nerovnosti na oranžovej a zelenej kartičke vyjadrujú to isté,
lebo na oboch ide o hodnoty väčšie ako 3.
Druhá dvojica je fialová a žltá kartička,
na oboch ide o hodnoty menšie ako 3.

x

x

Zľava by platila iba pre starších ako 26 rokov.
Zľava by platila aj v deň narodenín 26-ročných.
Zľava by platila iba pre mladších ako 18 rokov.

123Lineárne nerovnice



Ktoré z nerovností platia pre hodnotu ? Svoju odpoveï zdôvodni.x = 3

Pomô� Jurkovi s vysvetlením.
Do èíselnej osi
dokresli riešenie
a doplò slová.

A5

A6

x x–4, je z mno�iny reálnych èísel

x x–4, je z mno�iny celých èísel

x x–4, je z mno�iny prirodzených èísel

Riešením sú všetky reálne čísla od až po plus .
Ak by sme každé z nich označili farebne,
tak na číselnej osi dostaneš .

Riešením sú iba celé čísla alebo rovné ako –4, teda –4, , , ...
Medzi dvoma susednými celými číslami nie je žiadne iné riešenie,
preto to vyzerá tak, že na číselnej osi sú iba .

Riešenie je rovnaké ako pri celých číslach,
ale teraz berieš do úvahy len .
Na číselnej osi dostaneš opäť len bodky začínajúce na čísle .

x + 7 < 10 14 < 6 + 3x2 + 4 >15x 7 – 10 < 6 + 5x x 4 – 2 > 3 + 5x x

Čo znamená
v zadaniach úloh, že:
„x je z množiny...“?
Ovplyvní to riešenie

nerovnice?

Vysvetlím ti to
na nerovnici x –4. Nerovnicu
počítaš rovnako, ale nakoniec

si to nakreslíš na číselnú os
a buď sú riešením iba bodky,

alebo všetky čísla.

Aké
bodky?!

0 1–1–2–3–4–5 2 3 4 5 +–

0 1–1–2–3–4–5 2 3 4 5 +–

0 1–1–2–3–4–5 2 3 4 5 +–

a

b

c

Za dosadíme hodnotu 3 a skontrolujeme, či nerovnosti platia:x

Fialová:
3 + 7 < 10
10 < 10
neplatí

Žltá:
2 · 3 + 4 > 15
10 > 15
neplatí

Sivá:
7 · 3 – 10 < 6 · 3 + 5
11 < 23
platí

Zelená:
14 < 6 + 3 · 3
14 < 25
platí

Červená:
4 · 3 + 2 > 3 · 3 + 5
14 > 14
neplatí

–4 nekonečno

polpriamku

väčšie –3 –2

bodky

kladné celé čísla
1
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Cenník
malé kakao
veľké kakao
malá šiška
veľká šiška

1,00
1,70
0,80
1,50

Na štadióne poèas karnevalu predávajú teplé kakao a šišky. ¼ubo je hladný,
preto si chce kúpi� ve¾ké kakao a èo najviac malých šišiek, no má len 5 eur.

Alex tvrdí, �e nie všetky nerovnice majú riešenie a niekedy to je aj na prvý poh¾ad jasné.
Uviedol tri príklady. Súhlasíš s ním? Svoje rozhodnutie pre ka�dú nerovnicu zdôvodni.

Napíš tri rôzne nerovnice, ktoré nemajú riešenie.

A7

A8

A9

a

b

Ktorá z nerovníc správne opisuje túto situáciu? Svoj výber zdôvodni.

Ko¾ko najviac malých šišiek si mô�e ¼ubo kúpi�?

LeboLebo Lebo

0,8 + 1,7 5

0,8 – 1,7 5

1,7 + 0,8 5

0,8 + 1,7 5

x

x

x

x

má riešenie – nemá riešeniemá riešenie – nemá riešenie má riešenie – nemá riešenie

4 < 2x xx x+ 5 < + 3 8 + 4 13 + 4x x

Vysvetli,
prečo je to tak.

pre kladné 4-krát
nejaké číslo nikdy nie je
menej ako 2-krát to isté číslo,
preto nerovnica nemá riešenie.
Pre záporné nerovnica
má riešenie, napr. ak = –1,
potom 4 · (–1) < 2 · (–1).

x

x
x

ak k nejakému
číslu ( ) pripočíta-
me 5, bude to určite
viac, ako keby sme
k tomu istému číslu
pripočítali 3.

x
ak k štvornásobku

nejakého čísla (4 )
pripočítame 8, nikdy to
nebude viac alebo rovné,
ako keď k tomu istému
4 pripočítame 13.

x

x

Správna je tretia nerovnica,
lebo môže minúť najviac 5 eur,
teda môže platiť 5 a menej, čo je v druhej a tretej nerovnici.
Cenu za šišky určíme ako -násobok 0,8, kde je počet šišiek.x x

K tomu musíme prirátať 1,70 za kakao, aby sme zistili výslednú sumu.

1,7 + 0,8 5 / – 1,7x
0,8 3,3 / : 0,8x

x 4,125 Ľubo si môže kúpiť najviac 4 šišky.
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Tri �iaèky riešili tú istú nerovnicu.
Vyšli im rôzne výsledky, ale pod¾a skúšky správnosti riešili nerovnicu správne.

A10

a Rozhodni, ktorá z nich poèítala správne, prípadne v ktorom riadku je chyba.

b Vysvetli, ako je mo�né, �e ka�dej z nich vyšla skúška správnosti, hoci to nemusia ma� všetky tri správne.

Soòa

Monika

Iva

——– < — + ——– / · 4

———– = — = 3,5

———– = — = 2

———– = —

— + ———– = ————– = — = 3,75

— + ———– = ————– = —

— + ———– = ——– = —

——– < — + ——– / · 4

——– < — + ——– / · 4

1 + 3
2

x

1 + 3 · 2
2

1 + 3 · 1
2

1 + 3 · 0
2

1 + 3
2

x

1 + 3
2

x

9
2

9
2

9
2

9
2

21
8

17
8

9
2

9
2

1 – 2
4

x

1 – 2 · 2
4

1 – 2 · 1
4

1 – 2 · 0
4

7
2

4
2

1 – 2
4

x

18 + 1 – 4
4

18 + 1 – 2
4

15
4

17
4

2 · (1 + 3 ) < 18 + 1 – 2x x

2 · (1 + 3 ) < 18 + 1 – 2x x

2 · (1 + 3 ) < 9 + 1 – 2x x

Skúška:
ĽS:

PS:

ĽS PS

Skúška:
ĽS:

PS:

ĽS PS

Skúška:
ĽS:

PS:

ĽS PS

2 + 6 < 19 – 2 / –6 – 19x x x

2 + 6 < 19 – 2 / –2 + 2x x x

2 + 6 < 10 – 2 / –2 + 2x x x

–21 < –8 / : (–8)x
x < —

8 < 17 / : 8x
x < —

8 < 8 / : 8x
x < 1

1 – 2
4

x

1
2

18 + 1
4

19
4

správne – nesprávne

správne – nesprávne

správne – nesprávne

Chyba v riadku:

Chyba v riadku:

Chyba v riadku:

Iva

Lebo nerovnosť overili len na jednom čísle (Soňa na 2 a Iva na 0)
a tie patria do intervalu riešenia. Keby Soňa overila nerovnosť na čísle 2,5
(ktoré tiež patrí do intervalu jej riešenia), skúška by jej nevyšla.
Ive vyšiel „menší“ interval ako Monike, na hocijakom čísle z jej intervalu
by jej skúška vyšla, ale jej interval neobsahuje všetky riešenia, napr. číslo 2.

4

2
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Diagram znázoròuje rozdelenie �iakov školy
na hnedovlasých (V), hnedookých (O) a tých,
ktorí majú aj hnedé vlasy, aj hnedé oèi (A).
Rozhodni, èi sú nerovnosti o poète
jednotlivých �iakov pravdivé v�dy, niekedy
alebo nikdy. Svoje rozhodnutie zdôvodni.

Leo mal na zaèiatku prázdnin na úète našetrených 350 eur.
Tý�denne z týchto úspor minie priemerne 27 eur.
Ko¾ko tý�dòov si to mô�e dovoli�, ak chce ma� na konci prázdnin na úète aspoò 140 eur?

A11

A12

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo
Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

V > O

V O

V A

A O

b

a

c

d

Hnedé
vlasy

V

Hnedé
oèi
O

Aj – aj

A

Veľkosti
útvarov sú len
ilustratívne.

a

c

bZapíš situáciu nerovnicou. Vysvetli správnos� svojho postupu.

Navrhni znenie slovnej úlohy, ktorá sa dá vyrieši� pomocou nerovnice .7 + 12 < 100x

Nerovnicu vyrieš.

nie všetci, ktorí majú hnedé vlasy,
majú aj hnedé oči, preto je číslo A
určite menšie, nanajvýš rovné ako V.

žiaci, ktorí majú hnedé aj vlasy aj oči,
patria medzi tých, ktorí majú hnedé oči.
Preto ich počet A je menší, nanajvýš rovný O.

v škole môže (ale nemusí)
byť menej alebo rovnako
veľa žiakov s hnedými
vlasmi ako s hnedými očami.

v škole môže (ale nemusí)
byť viac žiakov s hnedými
vlasmi ako s hnedými
očami.

350 – 27 140
Od počiatočnej hodnoty 350 eur
sa každý týždeň odráta 27 eur,
teda 27-krát (počet týždňov označíme ),
lebo suma na účte sa zmenšuje.
Zostatok musí byť aspoň 140 eur,
teda viac alebo nanajvýš rovné 140.

x

x

Napr. Povinné paušálne členské v športovej hale stojí 7 eur
a za jednorazový prenájom kurtu sa platí 12 eur. Koľkokrát si môžem kurt
v tejto hale prenajať, ak chcem celkovo zaplatiť menej ako 100 eur?

Leo môže týždenne z úspor
na účte míňať priemerne
27 eur počas 7 týždňov.

350 – 27 140 / – 140
210 – 27 0 / + 27

210 27 / : 27
7,78

x
x x

x
x

Ak je pre �iakov úloha
�a�ká, navrhnite im,
aby si za V, A a O doplnili
èísla pod¾a svojej triedy
a potom uva�ovali aj
o iných triedach/školách
a následne rozhodli,
èi sú nerovnosti pravdivé
a za akých okolností.
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O ka�dom obrázku rozhodni, èi je na òom znázornená sie� valca. Odpoveï zdôvodni.A1

A2

áno – nie

áno – nie

áno – nie

áno – nie

a

b

c

d

Adam chce, aby mu sestra ušila športovú tašku, do ktorej
sa mu zmestí všetko potrebné. Dal jej tieto pokyny:

Aký bude objem tašky v celých litroch? Vysvetli svoj postup uva�ovania.

1.
2.
3.

Då�ka tašky bude 60 cm.
Taška bude ma� kruhové konce s priemerom 25 cm.
Telo tašky bude vyrobené z 3 kusov; dva kruhové konce a prostredná èas�.

Počítaj
s hodnotou

= 3,14.

Ak obdĺžnik zrolujeme pozdĺž dlhšej strany,
dostaneme plášť a kruhy budú podstavy valca.

Taška má tvar valca, jej objem preto vypočítame = · ,
kde je dĺžka tašky a je polovica z priemeru kruhových koncov.
Preto = 3,14 · 12,5 · 60 = 29 437,5 cm = 29,437 5 dm = 29,437 5 l.
Taška bude mať objem približne 29 litrov.

V r v
v r

V

2

2 3 3

Ak obdĺžnik zrolujeme pozdĺž dlhšej strany,
dostaneme plášť a kruhy budú podstavy valca.

Ak obdĺžnik zrolujeme pozdĺž
hociktorej strany, kruhy
nevytvoria podstavy valca.

Ak obdĺžnik zrolujeme pozdĺž
kratšej strany, dostaneme plášť
a kruhy budú podstavy valca.

So �iakmi diskutujte
o podmienke, ktorá
musí by� v úlohách
a, b, d splnená:
då�ka strany obdå�nika,
pozdå� ktorej ho
zrolujeme, musí by�
rovnaká ako obvod
kruhu. �iaci mô�u túto
då�ku aspoò odhadom
skontrolova�.
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Výrobca biosmoothie uva�uje, èi plechovky so smoothie bali� do škatú¾ po 4×3 ks alebo po 2×6 ks.
Èo mu poradíš a ako to zdôvodníš? Plechovka so smoothie
má tvar valca s výškou 12 cm a priemerom 6 cm.

Pláš� valcovej nádoby bol vyrobený tak, �e stoèili plech tvaru štvorca s då�kou strany 1,5 m.
Ko¾kokrát väèšia je výška tejto nádoby ako jej priemer? Zdôvodni to.

Americký umelec rusínskeho pôvodu sa stal slávnym vïaka dielu
Ide o kolekciu 32 plátien, prièom na ka�dom plátne

rozmerov 50,8×40,6 cm je ma¾ba plechovky konzervovanej polievky.
Keï sa umelca pýtali, preèo sa rozhodol nama¾ova� práve Campbellove polievky,
odpovedal:

Andy Warhol
Campbellove polievky.

„Kedysi som mal ka�dý deò rovnaký obed, hádam dvadsa� rokov,
stále dokola to isté, Campbellovu polievku v plechovke.“

Ko¾ko litrov polievky Andy za 20 rokov zjedol, ak skutoèná plechovka je vysoká 10 cm
a jej priemer je 6,5 cm? Plechovka je naplnená na 95 %. Riešenie vysvetli a zdôvodni.

A3

A4

A5

Hrúbku plechu
zanedbaj.

Obe balenia zaberú rovnaký objem, lebo rozmery
plechoviek sa nemenia a v oboch baleniach je po 12 ks.
Dá sa to overiť aj výpočtom: 12 · 24 · 18 = 36 · 12 · 12

Výrobca by mal brať do úvahy povrch balenia,
lebo od neho závisí spotreba obalového materiálu.

Povrch balenia 4 × 3:
12 · 24 · 2 + 12 · 18 · 2 + 24 · 18 · 2 = 1 872 cm

Povrch balenia 2 × 6:
12 · 12 · 2 + 36 ·12 · 2 + 36 · 12 · 2 = 2 016 cm

Keďže na balenie 4 × 3 sa spotrebuje menej materiálu, výrobca
by mal zvoliť túto možnosť (ekonomické a ekologické hľadisko).

2

2

Keďže nádoba vznikla stočením štvorca, výška je 1,5 m
a je rovnaká ako obvod podstavy ( ), z čoho dostaneme:

= 2 = = , teda 1,5 = . Preto = —–.
Výška je 1,5 m, preto výška nádoby
je -krát väčšia ako priemer nádoby, teda asi 3-krát väčšia.

v
o

o r d v d d

Plechovka má tvar valca, preto objem jednej je
= r · = 3,14 · 3,25 · 10 =. 331,66 cm .

V jednej plechovke je 95 % polievky,
čo je 0,95 · 331,66 = 315 cm =. 315 ml polievky.

Ak má rok 365 dní, ročne zjedol 315 · 365 = 114 975 ml =114,975 l polievky.
Za 20 rokov zjedol 114,975 · 20 = 2 299,5 l polievky, teda približne 2 300 litrov.

V v2 2 3

3

1,5

So �iakmi mô�ete diskutova�, èi zapoèítali aj prestupné roky
(vtedy bude odpoveï o 5 · 315 = 1 575 ml = 1,575 l väèšia).

12

12

12

36

18
24
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Dá sa posklada� ihlan
Nedá sa posklada� ihlan

Dá sa posklada� ihlan

Dá sa posklada� ihlan

Nedá sa posklada� ihlan

Nedá sa posklada� ihlan

Dá sa posklada� ihlan
Nedá sa posklada� ihlan

Sie� ihlana sa skladá z podstavy, ktorou je -uholník, a pláš�a, ktorý je tvorený trojuholníkmi.
�iaci navrhli na výtvarnej výchove k zadanej štvorcovej podstave rôzne plášte.
Budú sa z nich po vystrihnutí naozaj da� posklada� ihlany? Svoje rozhodnutie zdôvodni.

nA6

a

b

c

d

Ema navrhla pláš�
zo 4 zhodných rovno-
stranných trojuholníkov.

Lea navrhla 4 zhodné
rovnoramenné
trojuholníky.

Klára vytvorila pláš�
zo 4 zhodných pravo-
uhlých trojuholníkov.

Betka experimentovala a zvolila podstavu
v tvare obdå�nika a k nej dve dvojice
zhodných rovnoramen-
ných trojuholníkov.

a a

a a

r r

a a

c b

a a

a b a

b
c

d d
c

Základne trojuholníkov majú zhodnú dĺžku so stranami podstavy,
teda sa dajú spojiť s podstavou. Aj zvyšné strany trojuholníkov sú zhodné,
teda aj susedné trojuholníky sa dajú spojiť a vytvoria tak plášť ihlana.

Základňa trojuholníkov má zhodnú dĺžku so stranou štvorca,
teda sa dajú spojiť s podstavou. Ramená trojuholníkov sú rovnako dlhé,
čiže aj susedné trojuholníky sa dajú spojiť a vytvoria tak plášť ihlana.

Trojuholníky sa síce dajú spojiť s podstavou, keďže odvesna trojuholníka
má rovnakú dĺžku ako strana štvorca, ale nedajú sa spojiť navzájom, lebo
strany a majú rozdielne dĺžky – nevznikne tak plášť ani vrchol ihlana.

a

b c

Základne trojuholníkov síce korešpondujú s rozmermi podstavy,
ale ramená susediacich trojuholníkov majú rôzne dĺžky, takže susedné
trojuholníky sa nedajú spojiť – nevznikne tak plášť ani vrchol ihlana.
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Na cukrárskom blogu je recept na tortu. V postupe sa píše, �e cesto, ktorého bude pribli�ne 1 liter,
treba nalia� do tortovej formy s priemerom 24 cm. Iveta má len formu s priemerom 22 cm,
napísala teda do diskusie k receptu otázku: „ “
Odpovedala jej �ofia:

Je �ofiina rada pravdivá alebo nie? Preèo?

Upiekol niekto túto tortu vo forme s priemerom 22 cm?
„Veï to je jedno, pokojne dajte cesto

do menšej formy, aspoò bude torta o 2 cm vyššia.“

A7

Mišove presýpacie hodiny pozostávajú z dvoch prepojených rovnakých ku�e¾ov,
ktorých výška je 8 cm a polomer 3 cm. Keï sa všetok piesok presype z horného

ku�e¾a do dolného, piesok tvorí 80 % objemu ku�e¾a.

A8

a Je objem piesku v hodinách menší alebo väèší ako 100 cm ?
Zdôvodni odpoveï.

3

b

c

Všetok piesok sa z jedného ku�e¾a presype do druhého za 7 minút.
Mišo chcel vedie�, aká to je rýchlos�, no nevedel ako na to.
Vypoèítaj teda, ko¾ko mm piesku sa v hodinách presype za 1 sekundu.3

Ak by sme si chceli vypoèítanú rýchlos� lepšie predstavi�, dá sa mno�stvo piesku, ktoré sa presype
za 1 sekundu zobrazi� pomocou minikvádra so štvorcovou podstavou s rozmermi 1×1 cm.
Aká by bola výška tohto kvádra? Vysvetli, ako uva�uješ.

= 3,14

Výsledok
zaokrúhli

na celé .mm3

s

Nie je to pravda.
1 liter cesta je 1 000 cm ,
vo forme s priemerom 24 cm by siahalo do výšky , ktorú vypočítame zo vzťahu:

1 000 = · 12 · = · 144 · = ——– =. 2,21 cm.
Vo forme s priemerom 22 cm by cesto siahalo do výšky :

1 000 = · 11 · = · 121 · = ——– =. 2,63 cm.
Rozdiel výšok nie je 2 cm.

3

2

2

v
v v v

v
v v v

1

1 1 1

1 000
144

1 000
121

Objem kužeľa je = — = — · 3,14 · 9 · 8 = 75,36 cm .
Piesok tvorí 80 %, čo bude ešte menej ako 75,36 cm ,
preto je jeho objem menší ako 100 cm .

V r v2 3

3

3

Objem piesku je 75,36 · 0,8 = 60,288 cm = 60 288 mm
7 min = 420 sekúnd,
preto za 1 sekundu to je 60 288 : 420 =. 143,54 mm piesku.
Rýchlosť presýpania piesku je približne 144 mm /s.

3 3

3

3

Objem piesku, ktorý sa v hodinách presype za 1 sekundu je 144 mm .
Ak by sme ho chceli znázorniť ako kváder so štvorcovou
podstavou (1 cm = 10 mm), potom platí:

= · · a odtiaľ 144 = 10 · 10 · = 100 ,
z čoho dostaneme = 144 : 100 =. 1,4 mm.
Výška takého kvádra by bola približne 1,4 mm.

3

V a a v v v
v 1,4 mm 10 mm

10 mm

1
3

1
3
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Priemer golfovej loptièky je 4 cm. Chcem vyrobi� škatu¾u v tvare kvádra, do ktorej sa zmestí
šes� golfových loptièiek, prièom loptièky budú ulo�ené tesne jedna ved¾a druhej.
Aké rozmery by mohla ma� moja škatu¾a? Existuje viac ako jedna odpoveï? Preèo?

A9

A10 Rekreaèný golfista Alfréd v rozhovore pre lokálnu televíziu povedal:

Reportér pohotovo odpovedal:

Alfréd sa iba zasmial a ukonèil rozhovor. Mal reportér pravdu? Zdôvodni to.

„Loptièky na golf by mali ma� rovnakú hrúbku, ale dvojnásobný polomer, aby sa s nimi ¾ahšia hralo.“

„Chápem, mali by tak aj dvojnásobný povrch ako doteraz, iste by sa dali ¾ahšie trafi�!“

�iaci diskutovali o pravdivosti tvrdení. Kto má pravdu?
Vysvetli preèo a oznaè platnos� tvrdení.

A11

a

b

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Dve gule s rôznymi rozmermi
majú rôzny objem.

Dva valce s rôznymi rozmermi
majú rôzny objem.

Hm, ale predstav
si fľaše s malinovkou

v obchode. Tam je plný regál
0,5-litrových fliaš a každá

vyzerá inak.

Podľa mňa
to platí len

niekedy.

Tu nie je o čom
diskutovať. To dá rozum,

že keď mám dve lopty rôznych
veľkostí, tak budú mať

aj rôzny objem!

To isté
bude platiť aj

pre valce.

Objem gule vypočítame podľa vzťahu = — .
Jediná premenná vo vzťahu je polomer,
takže pri dvoch rôznych polomeroch vždy dostaneme aj dva rôzne objemy.

V r3

Objem valca vypočítame podľa vzťahu = .
Objem ovplyvňujú dva rozmery.
Zo skúsenosti vieme, že pre mnohé dvojice , budú objemy rôzne.

Existujú však aj také dvojice rozmerov , , keď súčin bude rovnaký.
Napr.:

V r v

r v
r v r v

2

2

Tvrdenie o guliach je pravdivé vždy (chlapec mal teda čiastočne pravdu).
Tvrdenie o valcoch je pravdivé iba niekedy (dievča malo pravdu).

r v V r v
r v V r v

= 6, = 1 potom = = · 6 · 1 = 36
= 3, = 4 potom = = · 3 · 4 = 36

2 2

2 2

4
3

Jeden rad
Rozmery škatule:
24 × 4 × 4 cm

Dva rady po tri
Rozmery škatule:
12 × 8 × 4 cm

Ak označíme pôvodný polomer loptičky , povrch bude = 4 .
Dvojnásobný polomer je 2 , povrch bude = 4 (2 ) = 4 4 = 4 · 4
Povrch bude štvornásobne väčší. Reportér nemal pravdu.

r S r
r S r r r

2

2 2 2

�iaci mô�u navrhnú� aj „otoèené“ riešenia,
jeden ståpec (4×24×4 cm)
alebo tri rady po dve (8×12×4 cm).
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a = 8 cm

V a a a
V
V

= · ·
= 8 · 8 · 8 cm
= 512 cm

3

3

r
v

= 2,5 cm
= 8 cm

V r v
V
V

=
= 3,14 · 2,5 · 8
= 157 cm

2

2

3

r = 4 cm

V r= — 3

V = — · 3,14 · 43

V = 267,95 cm3

4
3

4
3

DÚ:
Vypoèítajte objem
aj ïalších skladaèiek
z Jurkovej stavebnice.

A13

Má otec pravdu, dajú sa výpoèty
zo školy pou�i� pri riešení domácej úlohy?
Ak áno, vysvetli ako a domácu úlohu vyrieš.

Dostali sme
za úlohu vypočítať

doma niečo, čo sme
v škole nerobili!

za úlohu vypočítať
doma niečo, čo sme

v škole nerobili!

Počkaj, to je
predsa pokračovanie

nejakej úlohy.

Nemusí byť
pre každé teleso samo-
statný vzorec, to by ich

bolo strašne veľa!

Ukáž, ktoré
skladačky ste počí-
tali v škole, možno

ti to pomôže!

Kde mám
nájsť vzorce na objem,
keď ani neviem, ako sa

také telesá volajú?
Deravé kocky?

Na hodine
sme počítali

toto:

Majo mal na písomke vypoèíta� povrch
telesa na obrázku. Výsledok dopoèíta�
nestihol, ale napísal aspoò výpoèet.

A12

a

b

Je jeho výpoèet správny? Zdôvodni to.

�iaci si cez prestávku porovnávali výsledky. Iva povedala, �e si výsledok presne nepamätá,
ale bolo to okolo 530 cm . Je to blízko správneho výsledku? Ako to vieš?2

5 cm

8
cm

12
cm S S S

S r rv r rs
S

= +
= (2 + 2 ) + ( + )
= (2 · 3,14 · 5 +
+ 2 · 3,14 · 5 · 8) +
+ (3,14 · 5 + 3,14 · 5 · 12)

1 2
2 2

2

2

Áno, otec má pravdu.
1. teleso .... od objemu kocky stačí odpočítať objem valca: = 512 – 157 = 355 cm
2. teleso .... je to polovica prvého telesa: = 355 : 2 = 177,5 cm
Netreba nové vzorce, stačí správne skombinovať už vypočítané objemy telies.

V
V

3

3

Pytagorova veta pre dĺžku strany kužeľa: = 12 + 5 = 169 = 13 cms 2 2

Povrch telesa na obrázku: S r rv rs
S
S

= ( + 2 ) + ( )
= (3,14 · 5 + 2 · 3,14 · 5 · 8) + (3,14 · 5 · 13)
= 78,5 + 251,2 + 204,1 = 533,8 cm

2

2

2

Ivin zaokrúhlený výsledok 530 cm je blízko správneho výsledku 533,8 cm .2 2

Správne určil, že teleso pozostáva
z valca a kužeľa a správne napísal
vzorce na výpočet ich povrchu.
Avšak do celkového povrchu započítal obsah podstavy kužeľa i obsah
(vrchnej) podstavy valca, ktoré netvoria povrch telesa na obrázku.
Nesprávne určil aj dĺžku strany kužeľa (12 cm), pričom 12 cm je výška kužeľa.

Teda jeho výpočet nie je úplne správny.
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Dron detekoval v lese nelegálnu stavbu a do kontrolného
úradu poslal mapku oblasti zasadenú do súradnicového
systému. Urè súradnice stredu tejto nelegálnej stavby.
Vysvetli svoj postup.

A1

A2

a

b

Kto mal správne riešenie a preèo?

�iaci mali na písomke urèi� na obrázku súradnice bodu ,
ktorý je vrcholom rovnoramenného trojuholníka
so základòou , ktorá je rovnobe�ná s osou .
Svoje riešenie mali zdôvodni�.

C
ABC

AC x

Ko¾ko bodov by im mala pani uèite¾ka za odpovede prideli�, ak bola táto úloha za 2 body?
Svoju odpoveï zdôvodni.

Viki Hugo

x

0 200 400 600 800 1000

400

600

800

1000

200

y

x0

y

A [5, 4] C

B [16, 15]

Viki Hugo

Úloha nemá
riešenie, lebo dĺžky
strán trojuholníka

.nepoznáme

Súradnice
sú 27 a 4.

x

x

y

y

-ové súradnice dolných rohov stavby sú
200 a 500, teda stavba je dlhá 300 jednotiek.
Stred bude mať preto -ovú súradnicu
200 + (300 : 2) = 200 + 150 = 350.

-ové súradnice pravých (ľavých) rohov stavby
sú 500 a 700, teda stavba je široká 200 jednotiek.
Stred bude mať preto -ovú súradnicu 500 + (200 : 2) = 500 + 100 = 600.

Stred stavby má súradnice [350, 600].

Správne riešenie mal Hugo, lebo súradnice sa dajú určiť:
-ová súradnica bodu je rovnaká ako -ová súradnica bodu , teda 4;

bod leží na kolmici prechádzajúcej stredom , keďže je základňa
a je rovnoramenný trojuholník, preto má stred súradnice [16, 4]
a teda polovica úsečky je dlhá 11 jednotiek;
-ová súradnica bodu musí byť 5 + 2 · 11 = 5 + 22 = 27.

y C y A
B AC AC

ABC AC
AC

x C

Viki 0, lebo nemá pravdu,
Hugovi 1, lebo mu chýba zdôvodnenie.

5 16

Diskutujte so �iakmi, ko¾ko pridelili bodov a preèo.
Zdôraznite, �e zdôvodnenie je rovnako dôle�ité
ako odpoveï.
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Urè chýbajúce súradnice bodov , a , ktoré
Julo dostal zobrazením èerveného lichobe�níka
v osovej súmernosti pod¾a naznaèenej osi,
ak vieš, �e súradnice bodu Julo urèil správne.
Vysvetli svoju úvahu.

A B C

D

V rozprávke si mal chudobný Jano vybra� jedno z dvoch zázraèných zlatých vajec.
Prvé vá�ilo 1,2 g a jeho hmotnos� sa ka�dý deò zdvojnásobovala.
Druhé vá�ilo 125 g a ka�dý deò sa jeho hmotnos� zväèšovala o 0,01 kg.

A3

A4

a

b

c

Ktoré vajce si mal pod¾a teba Jano vybra�? Preèo?

Urè hmotnos� druhého vajca v gramoch po 10, 20 a 30 dòoch.m

Napíš výraz, pomocou ktorého vypoèítaš hmotnos� druhého vajca v gramoch po dòoch.m n

Po 10 dňoch: =
Po 20 dňoch: =
Po 33 dňoch: =

m
m
m

m =

x0

y

[12, 18]

[12, 34]

[25, 40]

[25, 12] D [39, 12]

A

B

C

Deò

Hmotnos� 1. vajca [g]

Hmotnos� 2. vajca [g]

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Poradil som
Janovi, aby vyplnil

tabuľku.

Červený lichobežník nazveme .
Body a majú rovnaké -ové súradnice,

ležia teda kolmo nad sebou.
Preto aj bod bude mať rovnakú -ovú
súradnicu ako (čo je 39), keďže je obrazom a je obrazom .

EFGH
E H x

A x
D D H A E

Mal by si vybrať prvé vajce, lebo počnúc 9. dňom bude ťažšie ako druhé vajce.

125 + 9 · 10 = 125 + 90 = 215 g
125 + 19 · 10 = 125 +190 = 315 g
125 +32 · 10 = 125 + 320 = 445 g

125 + ( – 1) · 10n

y A A
x

y
B C y

y F G

-ová súradnica bodu je 40, pretože leží na kolmici na os súmernosti,
ktorá je rovnobežná s osou , a teda všetky body ležiace na nej
majú rovnakú -ovú súradnicu.
Podobne to platí pre body a , ich -ové súradnice sú rovnaké
ako -ové súradnice ich vzorov a .

Výška lichobežníka je 13 (je to vzdialenosť medzi stranami a ,
ktorú určíme ako 25 – 12). Takú istú výšku má aj lichobežník .
Potom -ová súradnica bodov a je: 39 + 13 = 52.

EFGH EH FG
ABCD

x B C

Oèakávame, �e �iaci si
v tabu¾ke všimnú, �e hmotnos�
prvého vajca rastie rýchlejšie.
Ak si to nevšimli, spýtajte sa ich,
ko¾ko budú vá�i� obe vajcia
po 9, 10,... dòoch.

1,2
125

2,4
135

4,8
145

9,6
155

19,2
165

38,4
175

76,8
185

153,6
195

307,2
205

[39, 40]

[52, 34]

[52, 18]G
H

F
E
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�iaci mali urèi�, èi je na obrázku graf funkcie. Rozvírila sa diskusia.

Na jeseò treba odèerpa� vodu z bazéna. Pán Homolka, èlen Slovenskej akadémie vied, vytvoril minulý
rok model opisujúci rýchlos� odèerpávania vody zo svojho bazéna predpisom ,
kde reprezentuje mno�stvo vody v bazéne v litroch a èas od zaèiatku odèerpávania v hodinách.

V t
V t

= 14 000 – 3 500

Na obrázku je graf funkcie . Rozhodni o pravdivosti tvrdení.
Ak je tvrdenie nepravdivé, vysvetli preèo.

f

A5

A6

A7

a

a

b

b

c

c

Ko¾ko vody je v bazéne pred jeho vypustením? Dá sa to z predpisu urèi�? Zdôvodni to.

Èo by mal Ma�o odpoveda� Ondrejovi?

O ko¾ko litrov klesne mno�stvo vody v bazéne za jednu hodinu? Ako to vieš?

Je na obrázku graf funkcie?

Ako dlho bude trva�, kým sa bazén vyprázdni?

Doplò nasledujúce Ondrejovo tvrdenie tak, aby bolo pravdivé.

Ak je v grafe čo len k jednému číslu na -ovej osi
priradených rôznych hodnôt na -ovej osi,
takýto graf grafom .

x
y

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

Hodnota funkcie v bode –4 je –3.

Hodnota funkcie v bode 0 je 1.

Hodnota funkcie v bode –3 je –4.

Najväèšia hodnota funkcie je 4.

Najmenšia hodnota funkcie je –5.

Bod [2, 4] le�í na grafe funkcie.

Graf pretína os v –3.x

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

pravda – nepravda

x

0 1–1
–1

–2

–3

–4

–5

–2–3–4 2 3 4

2

3

4

5

6

1

y

x

0 1–1
–1

–2

–2–3 2 3

2

3

4

1

y

Saša:
Ondrej:
Ma�o:
Ondrej:

„ “
„ “

„ “
„ “

Áno, veï sú to tri spojené èiary a èiary, sme si hovorili, funkciami sú.
Ale nie všetky èiary sú funkcie, vertikálna èiara funkciou nie je.

Veï taká tam nie je! A okrem toho, je to ako z Harryho Pottera, tak�e to urèite funkcia je.
Ty si celý Harry Potter! Akú hodnotu má tvoja funkcia v bode –1?

Hodnota v bode –1 je 0, ale aj 1,4 a aj 2,5 (približne).

Áno, je to 14 000 litrov, je to hodnota (množstvo vody) v čase = 0.V t

O 3 500 litrov, lebo keď za dosadíme 1, 14 000 sa zmenší o 3 500.t

Za každú hodinu množstvo vody
klesne o 3 500 litrov.

14 000 : 3 500 = 4
Bazén sa vyprázdni za 4 hodiny.

Iné riešenie:
Mno�stvo vody V prázdneho bazéna je 0 litrov,
preto staèí vyrieši� rovnicu 0 = 14 000 – 3 500t.
Dostaneme 3 500t = 14 000,
odtia¾ t = 14 000 : 3 500 = 4 h.

Je to –3.

Je to 6.

Je to v 1.

Nie.

viacero
nie je funkcie
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Spotrebované dáta [MB]

Lukáš

Zuzka

Majo

C
en

a
za

m
es

ia
c

[
]

Då�ka trasy [km]

ABC taxi

Naj taxi

Tvoje taxi

C
en

a
ja

zd
y

[e
ur

]Tri taxislu�by vypoèítavajú náklady na jazdu
rôznymi spôsobmi. Pán Drahoš absolvoval
ve¾a jázd s ka�dou z nich a v�dy zaznamenal
då�ku trasy (v kilometroch) a náklady na jazdu
(v eurách). Údaje znázornil v jednom grafe.

Traja mobilní operátori majú rôzne ceny za mesaèné programy. Zuzka, Majo a Lukáš majú uzavreté
zmluvy s týmito operátormi. Ka�dý mesiac si zaznamenávali, ko¾ko megabajtov (MB) dát spotrebovali
a ko¾ko eur zaplatili. Údaje znázornili do grafu.

Operátor Lemon si úètuje poplatok 5
a k tomu 0,02 centa za ka�dý pou�itý MB dát.

Operátor Trojka si úètuje poplatok 7
a k tomu 0,01 centa za ka�dý pou�itý MB dát.

Operátor Z−mobile si úètuje poplatok 7 ,
prvých 100 Mb dát ponúka bezplatne
a potom za ka�dý pou�itý MB dát 0,03 centa.

A8

A9

a

a

b

b

V èom sú rovnaké a v èom sa odlišujú spôsoby,
akými taxislu�by stanovujú náklady na jazdu?

S ktorým operátorom má pod¾a teba ka�dý z nich uzavretú zmluvu? Svoju odpoveï zdôvodni.

Ktorú taxislu�bu si vyberieš, ak si chceš rezervova� taxík na cestu? Svoje rozhodnutie zdôvodni.

Ktorého operátora si vyberieš a preèo?

Rovnaké:
Nezačína sa na nule, všetky tri si účtujú poplatok za to, že taxík príde.
V a cena jazdy závisí od dĺžky trasy (stále sa zväčšuje).
Odlišné:
V cena jazdy nezávisí od najazdených kilometrov, stále sa platí rovnako.

Naj taxi Tvoje taxi

ABC

Lukáš má zmluvu so Z-mobile, lebo za prvých 100 MB neplatí,
na (zelenom) grafe to je vodorovná čiara.

Zuzka má zmluvu s , lebo poplatok je 7 eur, čo je rovnako veľa
ako má (červený a zelený graf sa začínajú na rovnakej hodnote).

Majo má zmluvu s , lebo poplatok je najnižší
(modrý graf sa začína na hodnote nižšej ako zvyšné dva grafy).

Trojkou
Z-mobile

Lemonom

Na dlhšie jazdy sa oplatí , vtedy platím
menej, lebo cena nazávisí od prejdených kilometrov.
Na kratšie jazdy , lebo štartovné je najnižšie
a kým sa modrý graf pretne so zeleným, platím najmenej.

ABC taxi

Tvoje taxi

Diskutujte so �iakmi, ktorú
taxislu�bu by si vybrali a preèo.
Doplòujúce otázky:
Ktorá taxislu�ba si úètuje
najviac za jeden km?
Ako to zistili? Ktorú z taxislu�ieb
by chceli vlastni� a preèo?...

�iadame od �iakov argumentáciu.
Chceme dosiahnu� to, aby si uvedomili, �e cena závisí najmä od mno�stva minutých dát.
Ak mesaène míòajú ve¾a dát (viac ako 200 MB), najvýhodnejšia je Trojka, lebo má najni�šiu cenu za MB.
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1.
2.

3.

Grafom lineárnej funkcie je hocijaká priamka.
Pre každú lineárnu funkciu platí, že jej funkčné hodnoty
sa rovnomerne zväčšujú alebo zmenšujú stále o to isté číslo.
Lineárna funkcia sa volá lineárna, lebo jej grafom je priamka
a tá sa po latinsky povie LINEA.

a

a

b

b

Ktoré Sofiine tvrdenia sú pravdivé?
Ak je niektoré nepravdivé, vysvetli, preèo je to tak.

Doplò chýbajúce funkèné hodnoty
pre obe funkcie.

Napíš ešte aspoò jedno ïalšie pravdivé tvrdenie o lineárnej funkcii.

Ktorá z funkcií je lineárna? Ako to vieš?

Funkcie a sú zadané tabu¾kou.f g

Rozhodni, èi body [–2, 1] a [3, 10] le�ia na grafe lineárnej funkcie s predpisom .
Svoju odpoveï zdôvodni.

f y x= 2 + 5

A10

A12

A11

�iaci mali napísa� èo najviac pravdivých tvrdení o lineárnej funkcii. Sofia napísala tri:

x

f(x)

g(x)

1
512
18

2
128
16

3
32
14

4
8

12

5
2
10

6 7

Pravdivé: 2 a 3.
Nepravdivé: 1, lebo zvislá priamka (kolmá na os ) nie je grafom žiadnej funkcie.x

Lineárna je funkcia ,
lebo každá ďalšia hodnota je vždy o 2 menšia ako predchádzajúca.
Keby sme si hodnoty nakreslili do grafu, ležali by na priamke.
Funkcia nie je lineárna, lebo jej hodnoty sa nezmenšujú stále o to isté číslo.

g

f

Overenie pre bod [–2, 1]:
1 = 2 · ( –2) + 5
1 = –4 + 5
1 = 1
Preto bod [–2, 1] leží
na grafe funkcie .f

Aby body ležali na grafe, musí platiť rovnosť, ktorú dostaneme,
ak ich súradnice dosadíme do predpisu funkcie.

Overenie pre bod [3, 10]:
10 = 2 · 3 + 5
10 = 6 + 5
10 =/ 11
Preto bod [3, 10] neleží
na grafe funkcie .f

V diskusii skontrolujte �iacke tvrdenia a nechajte ostatných �iakov potvrdi� ich pravdivos�.
Mo�né tvrdenia sú o prieseèníkoch grafu so súradnicovými osami
alebo kedy je funkcia rastúca/klesajúca/konštantná atï.

0,5
8

0,25
6
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54

6

a

a

b

b

c

d

Ko¾ko litrov nafty bolo v nádr�i pred tankovaním?

Ivo zaspal nad domácou úlohou, v ktorej mal napísa� postup
zostrojenia grafu lineárnej funkcie .f: y x= 3 + 2

Dokonèi Ivov
chýbajúci text
tak, aby bol
správny.

Ko¾ko litrov nafty bolo v nádr�i po 15 sekundách?

Preèítaj si postup Ivovho spolu�iaka Mira. Je Mirov postup správny, hoci je iný ako Ivov? Zdôvodni to.

Ko¾ko sekúnd trvalo celé tankovanie nafty?

Aká bola rýchlos� tankovania v l/s? Zdôvodni to.

Na obrázku je znázornené mno�stvo nafty
v nádr�i auta pri tankovaní v závislosti od èasu.
Èas sa meral od zaèiatku plnenia nádr�e
a� po jej úplné naplnenie.

A13

A14

e Na ktorej kartièke je správny predpis lineárnej funkcie opisujúcej túto situáciu? Svoj výber zdôvodni.f

f: y x= 0,4 + 6f: y x= 15f: y x= 6 + 6f: y x= 6f: y x= 0,4 + 6

Priesečník grafu tejto funkcie s osou
je bod [0, 2], lebo keď za dosadím 0,
dostanem 2.
Priesečník s osou je bod [–—, 0],
lebo keď za dosadím 0, dostanem –—.
Cez tieto dva body narysujem priamku
a tá bude grafom funkcie .

y

x

x

y

f

2
3 2

3

Grafom bude priamka, na jej zostrojenie mi stačia dva body.
Napríklad pre = 1 a = 2 sú funkčné hodnoty = 5 a = 8.
Body [1, 5] a [2, 8] znázorním do súradnicovej sústavy
a .

x x y y

6 litrov

12 litrov

105 sekúnd

Z grafu vidno, že za každých 15 sekúnd pribudlo 6 litrov nafty.
Za 1 sekundu to je teda 15krát menej, teda 6 : 15=0,4
Rýchlosť tankovania bola 0,4 litra za sekundu.

Ak za dosadíme čas v sekundách, bude množstvo nafty v nádrži.
Pre hodnotu 15 sekúnd musí byť rovné 12, pre 30 sekúnd
musí byť rovné 18 atď. Toto platí len pre sivú kartičku.

x y
y

y

Aj Mirov postup je správny,
on narysuje priamku cez body [0, 2] a [– —, 0],
kým Ivo cez body [1, 5] a [2, 8]. Je jedno, pomocou
ktorých bodov priamku zostrojili, obaja dostanú
tú istú pramku, lebo vychádzali z toho istého
predpisu a správne určili body ležiace na grafe.

2
3

zostrojím priamku, ktorá cez ne prechádza
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A2

Pani uèite¾ka Monika je známa tým, �e doká�e do ka�dej témy „natlaèi�“ kúsok matematiky.
Nebolo to inak ani pred Vianocami, keï prišla s úlohou o matematických vianoèných stromèekoch.
Na obrázku sú tri druhy stromèekov. Ktorý z nich vznikol z navzájom podobných trojuholníkov?
Ktoré z detí má pravdu? Zdôvodni to.

Julo:

Mišo:

Katka:

Nela:

„Pod¾a mòa všetky tri, veï všetky tie
trojuholníky sa na seba podobajú.“

„Skoro si sa trafil... posledné dva stromèeky
sú z podobných trojuholníkov. Všetky trojuholníky
sú rovnoramenné a postupne sa zväèšujú.“

„Poèkajte, musia sa v�dy zväèšova� alebo
zmenšova�?“

„Nemá tretí strom nejaké èudné trojuholníky?
Keï sa na to tak pozriem, tak sa zväèšujú, ale ve¾mi
sa mi nepodobajú... neviem, ako to presne poveda�.“

A1

| |=| 90°
| |=| , lebo

CAB EDB|=
ABC DBE|

1.
2.
3.

A D

C

E

B

Juro na písomke nestihol dopísa� zdôvodnenie,
preèo sú pravouhlé trojuholníky a
na obrázku podobné. Dokonèi jeho zdôvodnenie.

ABC DBE

Dva trojuholníky sú podobné podľa vety sss,
ak sú dĺžky prislúchajúcich si strán v rovnakom pomere.

Prvý stromček má trojuholníky rovnaké, strany sú v pomere 1 : 1,
čo je špeciálny prípad podobnosti – zhodnosť.

V druhom stromčeku má prostredný trojuholník 2-krát dlhšie strany
ako horný trojuholník a dolný trojuholník zase 3-krát dlhšie strany.
Čiže ide o zväčšenie spĺňajúce podmienku vety .

Pri treťom stromčeku sa síce základňa trojuholníkov smerom nadol
rovnomerne zväčšuje, ale ich výška sa v rovnakom pomere nezväčšuje.
Všetky trojuholníky majú výšku 1 strana štvorčeka, preto nemôžu byť podobné.

Z navzájom podobných trojuholníkov sú zložené len prvé dva stromčeky.

Z uvedených žiackych vyjadrení nie je žiadne (úplne) pravdivé.

sss

Keďže sa trojuholníky zhodujú v dvoch uhloch, sú podobné (podľa vety ).uu
je to spoločný uhol trojuholníkov.
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Ktorý z trojuholníkov na obrázku medzi ostatné nepatrí? Svoj výber zdôvodni.

Úseèka le�í na osi úseèky štvoruholníka . Kto má pravdu a preèo?BD AC ABCD

Zdôvodni, preèo sú trojuholníky a podobné,
ak vieš, �e úseèka je rovnobe�ná s úseèkou .

ABC DEC
AB DE

A3

A4

A5

A B C D E

12 1212

1212

5

12 12 12 12
5

50°50° 45° 50°

45°

80°

A

E

D

B

C

A
E

D

B

C

Trojuholníky
AED a CEB sú navzá-

jom podobné.

Trojuholníky
AED a CED, ako aj

AEB a CEB sú navzá-
jom podobné.

Všetky trojuhol-
níky sú navzájom

podobné.

Mia Ras�o Dana

Napr. D, lebo je rovnostranný, ostatné sú iba rovnoramenné.
Napr. B, lebo je pravouhlý, ostatné sú ostrouhlé.

Pravdu má iba Dana, lebo trojuholníky a
sú zhodné a aj a sú zhodné, teda aj podobné.
Jednu stranu majú spoločnú a tým, že leží
na osi úsečky , je rovnako dlhá ako (lebo os úsečky ju delí na polovicu).
Naviac, trojuholníky a sú rovnoramenné (lebo na osi úsečky ležia body
rovnako vzdialené od jej koncových bodov), teda | |=| | a | |=| |.

nie je podobný s , lebo jedna dvojica strán je zhodná ( s )
a zvyšné nie sú. Preto Rasťo a ani Mia pravdu nemajú.

AED CED
AEB CEB

BD
AC AE EC

ACD ABC
AD DC AB BC

AED CEB AE EC

Uhly pri vrchole sú v oboch trojuholníkoch
zhodné, lebo sú to vrcholové uhly.
Uhol pri vrchole je zhodný s uhlom
pri vrchole , lebo sú to striedavé uhly
pri rovnobežkách, keďže je rovnobežné s
(rovnobežky , sú preťaté priečkou ).
Trojuholníky sú preto podobné podľa vety .

C

A
D

AB ED
AB ED AD

uu

�iaci mô�u prís� aj s inými odpoveïami, musia však správne argumentova�.
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D O L

M

S E

10 m

15 m

35 m

30 m

40°

40°B

M A

K

I

O

50 m

30 m

21 m 35 m 55 m33 m

35°
N

Z U

O

S B

25 m

25 m

40 m

40 m35°

S O
V

K L
B

25 m

20 m

80°

60°

40°

60°

Pre ka�dú dvojicu trojuholníkov rozhodni, èi sú , a zdôvodni, preèo je to tak.podobné

V súradnicovej sústave sú zobrazené
štyri trojuholníky, ktoré sa prekrývajú.

A6

A7

a

d

b

áno – nie

áno – nie

áno – nie

áno – nie

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

a

b

c

d

Sú tieto trojuholníky podobné?
Svoju odpoveï zdôvodni.

Urè súradnice bodov .A, B, C, D

Aký je vz�ah medzi -ovou a -ovou súradnicou týchto bodov?x y

Napíš predpis modrej priamky.

0 1 2 3 4 5 6 8 10 127 9 11 13
x

1

2

4

6

3

5

7
y

c

A

B

C
D

majú rovnaký pomer každej
dvojice strán (veta )sss

oba majú veľkosti uhlov
60°, 40° a 80° (veta ).uu

Áno, lebo uhol pri priesečníku
súradnicových osí je spoločný
a všetky trojuholníky sú
pravouhlé. Sú preto podobné
podľa vety .uu

A B C D[4, 2] [7; 3,5] [10, 5] [12, 6]

x y y x-ová je dvojnásobkom -ovej/ -ová je polovicou -ovej
y x= —

— = — = — = —.

nesedí pomer strán, — =/ —.

sú zhodné.

35
15

35
21

55
33

30
10

5
3

1
2

50
30
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UP K

E

L

C

D

B
25 27,5

7,7

7,7

24

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Pravdivé: v�dy – niekedy – nikdy

Dva rovnostranné trojuholníky
sú podobné.

Dva pravouhlé trojuholníky
sú podobné.

Dva rovnoramenné trojuholníky
sú podobné.

Dva rovnoramenné pravouhlé
trojuholníky sú podobné.

a

a

b

b

c

d

Rozhodni, èi sú rovnoramenné trojuholníky a podobné. Rozhodnutie zdôvodni.DUB KEL

Rozhodni, èi nasledujúce tvrdenia platia alebo . Rozhodnutia zdôvodni.vždy, niekedy nikdy

A8

A9

Lebo

Lebo

Lebo

Lebo

Základne
sú DU a KE.

B L

E

K

D

U

42°

69°

a) V rovnoramennom trojuholníku sú uhly pri základniach
zhodné. V trojuholníku majú veľkosť: (180°– 42°) : 2 = 69°, tak isto
aj v trojuholníku . Trojuholníky sú preto podľa vety podobné.

b) Výška delí rovnoramenné trojuholníky na polovicu, preto stačí overiť,
či je pomer dĺžok odvesien v pravouhlých trojuholníkoch a rovnaký.
Dĺžku odvesien a vypočítame z pravouhlého trojuholníka
(resp. podľa Pytagorovej vety:

DUB
KEL uu

PUB KCL
KC PB KCL

PUB)

Teraz overíme pomery: ——– = —— = 1,1; ——– = —– = 1,1.
Keďže pomery sú zhodné, trojuholníky sú podobné.

majú všetky vnútorné uhly veľkosti 60°
(veta ).uu

existujú pravouhlé trojuholníky, ktorých
vnútorné uhly nie sú rovnaké, napr. 90, 60, 30
a 90, 70, 20. Aby boli podobné, museli by sa
zhodovať v dvoch uhloch.

existujú rovnoramenné trojuholníky,
ktorých vnútorné uhly nie sú rovnaké,
napr. 50, 50, 80 a 55, 55, 70. Aby boli podobné,
museli by sa zhodovať v dvoch uhloch.

keďže sú pravouhlé a rovnoramenné, jeden
uhol má 90° a zvyšné dva musia byť rovnaké, t. j.
oba majú veľkosť 45°. Platí to vo všetkých rovno-

ramenných pravouhlých trojuholníkoch, preto sú všetky podobné podľa vety .uu

| |= 27,5 – 7,7 | |= 26,4KC KC2 2

| |= 25 – 24 | |= 7PB PB2 2

| |
| |

KC
PU

26,4
24

| |
| |

LC
PB

7,7
7

69°
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Otec pomáha Marekovi s prípravou na .
Ka�dý tý�deò mu pripraví cvièný test a keï si náhodou nieèo nepamätá, tak sa mu to sna�í vysvetli�.
Na zlepšenie nálady im starká upiekla koláè a zapojila sa do debaty.

Testovanie 9

Ako vysvetlíš Marekovej starkej, èo znamená
? Boli Marekove výsledky tento tý�deò lepšie alebo horšie?relatívna poèetnos�

A1

Starká StarkáMarek Otec

Tak čo, Marek?
Ako sa ti darilo tento
týždeň? Máš z toho

už lepší pocit?

Ja tomu
nerozumiem, čo

to znamená? Ide ti
to teda lepšie či

horšie?

Jasnačka! Mal
som len 6 príkladov zle,

a minulý týždeň to bolo 8.
Alebo 10? Presne si už

nepamätám.

Počkaj, počkaj...!
Nechcem ti kaziť radosť,
ale hovorí ti niečo pojem

?
Minule mal test 20 úloh,

ale teraz iba 15.

relatívna početnosť

Ktorý štatistický súbor nepatrí medzi ostatné? Svoj výber zdôvodni.A2
D: 1, 2, 2, 3C: 1, 1, 2, 3, 4, 5B: 1, 1, 1, 1, 2, 6A: 1, 1, 1, 2, 3, 4

Porovnávať iba počet (ne)správne vyriešených úloh má zmysel vtedy,
ak by mal test každý týždeň rovnako veľa úloh.

Keďže celkový počet úloh sa mení, tak Marekovu úspešnosť
musíme porovnať pomocou relatívnej početnosti, čo je pomer
počtu (ne)správne vypočítaných úloh k počtu všetkých úloh v teste.

Relatívna početnosť nesprávne vypočítaných úloh je tento týždeň 6 : 15 = 0,4
a predchádzajúci týždeň bola 8 : 20 = 0,4 alebo 10 : 20 = 0,5.

Keďže si Marek nepamätá presný počet nesprávne vyriešených úloh
minulý týždeň, nedá sa povedať, či mu to ide lepšie.

Môže to byť súbor D,
lebo jeho rozsah je len 4, ostatné majú rozsah 6.
Môže to byť súbor C,
ktorého aritmetický priemer je približne 2,67, ostatné majú priemer 2.

�iaci mô�u argumentova� napr. aj tak, �e je to súbor B,
lebo štatistický znak ostatných by mohli by� známky, ale v B je štatistická jednotka 6.
V�dy vy�adujte zdôvodnenie.

9.9
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Priemer piatich èísel je 10. Tri z nich sú 10, 10 a 10.A3
a

b

Aké by mohli by� zvyšné dve èísla? Uveï aspoò 3 mo�nosti. Ako vieš, �e tvoje riešenie je správne?

Èo sa dá s urèitos�ou poveda� o zvyšných dvoch èíslach? Ako to vieš?

Na horskej chate budú ubytovaní šiesti hostia prostredníctvom cestovnej kancelárie.
Animátor chcel vedie� ich priemerný vek, aby pod¾a toho prispôsobil víkendový zábavný program.
Pani z cestovnej kancelárie mu navrhla, �e lepšie bude, ak mu pošle zoznam hostí spolu s ich vekom.
Preèo pod¾a nej nestaèilo uda� priemerný vek hostí 23 rokov? Ko¾ko rokov mohli ma� ubytovaní hostia?

A4

Mohli by to byť čísla 10 a 10 alebo 11 a 9 alebo 12 a 8.
Overenie správnosti:

S určitosťou sa dá povedať,
že súčet zvyšných dvoch čísel je 20 (aj že ich priemer je 10).
Označme zvyšné dve čísla a . Keďže celkový priemer je 10, potom platí:x y

50 = 30 + + / – 30
20 = +

x y
x y

To znamená, že ich súčet je 20 a ich priemer je ( + ) : 2 = 20 : 2 = 10.x y

——– = — = 10 —————— =

= ———– =

= — = 10

—————— =

= ———– =

= — = 10

10 = ————————– = ————– / · 5

50
5

5 · 10
5

10 + 10 + 10 + +
5

x y

50
5

3 · 10 + 11 + 9
5

30 + 20
5

50
5

3 · 10 + 12 + 8
5

30 + 20
5

30 + +
5
x y

21 + 22 + 23 + 23 + 24 + 25
6

Ak bude animátor pripravovať program len podľa priemerného veku,
môže sa stať, že program nebude pre hostí vhodný.
Pri priemernom veku 23 rokov mohli mať hostia napr. 21, 22, 23, 23, 24, 25 rokov.

Rovnako sa však mohlo stať, že hostia by boli vo veku
33, 36, 30, 32, 4, 3 roky a ich priemerný vek by bol
tiež 23 rokov: (33 + 36 + 30 + 32 + 4 +3) : 6 = 23.

Pri oboch skupinách je priemerný vek rovnaký, ale záujmy
týchto skupín budú zrejme odlišné, keďže prvú skupinu
môžu tvoriť napr. študenti a druhú rodiny s malými deťmi.
Animátor by teda nemusel pripraviť vhodný program.

priemerný vek = ———————————— = 23 rokov

Porovnajte v triede návrhy �iakov o veku hostí
a diskutujte s nimi, ako tú šesticu dostali.
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�iaci 9.A a 9.B písali ten istý test zo štatistiky,
v ktorom sa dalo získa� maximálne 10 bodov.
Pani uèite¾ka bola spokojná, lebo všetci získali
aspoò 5 bodov. Pre ka�dú triedu pripravila
kruhový diagram zobrazujúci výsledky triedy.

A5

a

b

c

Pribli�ne ko¾ko percent �iakov 9.B
získalo z testu 7 bodov? Ako to zistíš?

Šimon, ktorý chodí do 9.A, povedal Filipovi z 9.B:

Má Šimon pravdu? Ako to vieš?
„V našej triede bolo viac �iakov, ktorí získali 7 bodov, ako vo vašej.“

Filip povedal:
Je to pravda? Zdôvodni to.

„V našej triede bolo viac �iakov, ktorí dostali 5 bodov ako tých, ktorí dostali 9 bodov.“

d V jednej z úloh v teste o aritmetickom priemere mali �iaci k rovniciam priradi�, èo dostanú,
ak vypoèítajú hodnotu . Ktoré dvojice sú správne? Zdôvodni svoj výber.x

7 bodov

8 b.

6 b.

9 b.
5

9.A

7 bodov

8 b.

6 b.

5 b.
9 b.

9.B

1.

2.

3.

4.

5.

štatistický súbor

štatistický znak

rozsah štatistického súboru

aritmetický priemer

štatistická jednotka

A:

B:

C:

——————————— = 6,25

——————————— = 4,8

————————— = x

4 + 5 + 3 · 6 + 7 + 2 · 8
x

3,1 + 1,5 + 2 · 4 + 2 ·
6

x

0,2 – 4,1 + 2,3 – 1,5
4

V pravom grafe vidno, že zelená
časť je menej ako polkruh, teda
7 bodov získalo menej ako polovica žiakov 9.B (menej ako 50 %).
Kúsok, ktorý chýba do 50 %, sa do polovice kruhu zmestí približne 7-krát,
preto predstavuje približne 7 % (50 : 7 = 7,14).
Zelená časť diagramu je o tento kúsok menšia ako polovica (menej ako 50 %),
preto 7 bodov získalo približne 43 % žiakov.

Môže mať pravdu, ale nemusí.
Mal by určite pravdu, keby bol počet žiakov v oboch triedach rovnaký.
V 9.A získalo 7 bodov 50 % žiakov, kým v 9.B asi 43 %.
Ale ak je v 9.A napríklad 20 žiakov, tak 10 z nich (polovica) malo 7 bodov.
Ak je v 9.B 30 žiakov, 7 bodov získalo asi 43 % žiakov, čo je približne 13 žiakov
a to je viac ako 10.

Áno, lebo na diagrame je kruhový výsek prislúchajúci žiakom s 5 bodmi
väčší ako ten s 9 bodmi.

Správne dvojice:
A3, B5 a C4.

V rovnici A je v menovateli a podľa vzorca na výpočet AP ide
o rozsah štatistického súboru.

V rovnici B je rozsah súboru 6, musí byť štatistická jednotka, lebo ich má
byť spolu 6 a v čitateli sú uvedené štatistické jednotky 3,1; 1,5; 4; 4; ; .

V rovnici C je súčet štyroch čísel (dve z nich sú záporné: –4,1 a –1,5)
vydelený ich počtom (4), čo je AP týchto čísel.

x

x
x x
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Na triednickú hodinu si �iaci mali pripravi� prezentáciu o svojich vo¾noèasových aktivitách.
Skaut Pe�o chcel spolu�iakom priblí�i� skauting. Na jednom slajde uvádzal aj štatistické údaje,
ktoré našiel na webstránke . Triedna to nevydr�ala a hovorí �iakom:skauting.sk

„Decká, ja viem, �e nie je hodina matematiky, ale nedá mi nevyu�i� tento Pe�ov parádny slajd!
Dám vám tri kontrolné otázky. Skúste mi odpoveda� bez toho, aby ste nieèo poèítali.“

A6

a

b

c

Súhlasíš s Mirom? Preèo?

Má pravdu Miška alebo Samo? Preèo?

S ktorým názorom súhlasíš a preèo?

1. otázka:
Je pravda, �e v rokoch 2011 – 2019
sa poèet èlenov Slovenského
skautingu ka�doroène zvyšoval?

2. otázka:
Pozrite sa na vekové kategórie
skautov. Ktoré z nich majú
podobné percentuálne zastúpenie?

3. otázka:
Ak Slovensko rozdelíme na 3 èasti –
západné, stredné a východné – je naj−
viac skautov na západnom Slovensku?

Veď pozriem
na graf a vidím, že
stĺpčeky sa zvyšujú

až po rok 2019.

Toto teda
naozaj netreba

počítať...

Miro

Ja si myslím,
že podobné sú

tieto dve kategórie:
rangeri a rangerky,

vĺčatá a včielky.

Tak toto sa
bez počítania nedá

určiť, veď sú to samé
veľké čísla.

Miška Samo

Na západ-
nom Slovensku

je viac ako 4 000
skautov!

Nie je, veď
v Západoslovenskej
oblasti ich je 1 332,
ale v Bratislavskej

až 1 716!

Sára Lujza

1332
Západoslovenská

2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021

5000 6000 7000

551
Stredoslovenská

1012
Východoslovenská

34 Doživotné
a čestné členstvo

904
Podtatranská

1716
Bratislavská

1306
Nitrianska

1306
Žilinská

Kde nájdete skautovVývoj členskej základne
Počet skautov v skautských oblastiach na Slovensku

Počet členov

5976členov
5964

6136
6395

6565
6856

7041
7374

7680
7459
7490

do 6 rokov 206

1363

2115

1334

895

1577

predškoláci

vĺčatá a včielky

skauti a skautky

dospelí skauti a skautky

rangeri a rangerky

roveri a roverky

7 – 10 r.

11 – 14 r.

15 – 18 r.

19 – 24 r.

nad 25 r.

Vekové kategórie

Skauting v číslach

Nie úplne,
lebo v roku 2012 počet skautov oproti predchádzajúcemu roku mierne klesol.
Počet skautov sa každoročne zvyšoval počnúc rokom 2012 do roku 2019.

Kategórie, ktoré majú približne rovnaký počet členov, budú mať aj veľmi
podobné percentuálne zastúpenie. Čím viac členov, tým viac percent.
Rozdiel medzi kategóriami (7 až 10) a (15 až 18) je iba 1 363 – 1 334 = 29 členov,
preto percentuálny rozdiel bude tiež malý, resp. najmenší spomedzi ostatných.
Pravdu má Samo.

Lujza má pravdu,
lebo západné Slovensko nie je to isté ako Západoslovenská oblasť. Na západ
Slovenska patrí aj Bratislavská oblasť, aj Nitrianska oblasť. Po sčítaní so Zá-
padoslovenskou oblasťou vyjde viac ako 4 000 skautov (1 716 + 1 306 + 1 332).
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vposlednom desa�roèí viacero krajín vyzdvihlo potrebu klás� väèší dôraz na �iacku argumentá-
ciu, matematické uva�ovanie a zdôvodòovanie. Takýto trend neobchádza ani Slovensko a prispô-
sobujú sa mu aj uèebné osnovy. Predmet matematika je na realizáciu tohto cie¾a obzvláš� vhodný,
lebo na rozvoj argumentácie mô�e vyu�i� svoj súèasný obsah bez toho, aby ho nejako podstatne
rozširoval alebo dopåòal. Uká�eme si to na štandardnej úlohe:

Ak chceme zvýrazni� mo�nosti argumentácie, ktoré takéto zadanie poskytuje, mô�eme text pre-
formulova� napr.:

Matematický obsah úlohy zostal zachovaný, argumentácia – ktorú riešenie pôvodnej úlohy
mohlo, ale nemuselo obsahova� – je teraz jej podstatnou zlo�kou.

Matematické uva�ovanie, argumentácia a dokazovanie mô�e ma� v školskej matematike rôzne
podoby a úrovne. Uva�ovanie zahàòa nieko¾ko typov procesov:

——

Jednotlivé procesy h¾adania podobností a rozdielov priblí�ime na úlohe:

Hneï na úvod zdôraznime, �e úloha nemá jediné správne riešenie. �iaci mô�u èísla porovnáva�
pomocou matematických vlastností a zamera� sa na ich podobnosti alebo rozdiely, napr.:

Následne mô�eme �iakov po�iada�, aby navrhli iné èíslo, ktoré sa do postupnosti hodí namiesto
toho, ktoré by sa malo vynecha�. Tu mô�u – oèakávame, �e v súlade s vlastnos�ou, ktorou pred-
tým charakterizovali èísla, ktoré do skupiny patria – navrhnú� nové èíslo. Ak je touto vlastnos�ou
„ “, mô�e by� navrhnutým èíslom napr. 81.

Na úvodnú úlohu mo�no nadviaza� ïalšou otázkou:
(teda mocniny trojky). Privedieme ich k identifikácii vzoru:

.

——————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————

Typy procesov súvisiace s matematickým uva�ovaním

H¾adanie podobností a rozdielov Argumentácia

1

– h¾adanie a identifikácia vzoru zdôvodòovanie
– porovnávanie dokazovanie

Všetky
èísla sú násobky trojky, všetky okrem èísla 15 sú aj mocniny trojky. Všetky èísla okrem 3 sú zlo�ené,
3 je prvoèíslo.

sú mocninou trojky
Preskúmajte podrobnejšie triedu èísel {3, 9,

27, 81, 243, 729, 2 187, 6 561, ...}
Pravidelne sa opakujúca štvorica (3, 9, 7, 1) posledných cifier èísel tejto postupnosti

–
–

– triedenie – formálne dokazovanie
– zovšeobecòovanie
– formulácia tvrdenia/hypotézy

Vypoèítaj výšku rovnobe�níka, ktorého jedna strana meria 0,22 m a jeho obsah je 77 cm .

Peter tvrdí, �e na výpoèet výšky rovnobe�níka s obsahom 77 cm ,
ktorého jedna strana meria 0,22 m, staèí èíslo 77 vydeli� 0,22.
Má Peter pravdu? Ako to vieš?

Ktoré z èísel 3, 9, 15, 27 sem nepatrí?

2

2

Metodickápoznámka
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Toto pozorovanie – získané len z koneèného poètu èlenov skúmanej postupnosti – mo�no zovše-
obecni�, teda formulova� hypotézu, ktorá sa mô�e sta� predmetom ïalšieho skúmania a overovania.

Na rozdiel od uvedenej „vzorovej“ uká�ky úlohy, ktoré pou�ijete v praxi, budú len zriedka za-
hàòa� všetky procesy matematického uva�ovania súvisiace s h¾adaním podobností a rozdielov.
Ak budú aj zahàòa� viaceré z nich, nemusia tieto procesy prebieha� v uvedenom poradí a niektoré
z nich mô�u navyše splýva�.

Od zovšeobecòovania a formulácie hypotézy sa dá plynulo prejs� k procesom súvisiacim s argu-
mentáciou, teda k rôznym úrovniam dokazovania, prièom dokazované tvrdenia/hypotézy mô�u
by� „vlastné“ (získané napr. zovšeobecòovaním) alebo aj „cudzie“. Hoci za „skutoèný“ dôkaz
v matematike sa pokladá iba deduktívny formálny dôkaz (zalo�ený na pravidlách klasickej výroko-
vej logiky; tieto dôkazy poznáme z vysokoškolskej a vedeckej matematiky), v školskej matematike
sa mo�no stretnú� s mnohými ïalšími typmi argumentácie (pozri

). Tie majú pre rozvoj �iackej schopnosti argumentova� ve¾ký význam a súèasne
predstavujú nevyhnutné predstupne k pochopeniu deduktívneho spôsobu uva�ovania. Predèasná
preferencia a jednostranné nástojenie výluène na deduktívnych dôkazoch – ak ešte �iak nedospel
k uvedomeniu si ich potreby – mô�e by� kontraproduktívne.

Rôzne typy argumentácie v škol−
skej matematike

Rôzne typy argumentácie v školskej matematike2

——————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————

Typ argumentácie

Odvolanie sa
na autoritu

Jednoduchá
1−kroková
dedukcia

Matematizácia

Zdôvodnenie
analógiou

Úloha a príklad �iackeho zdôvodnenia

Áno, zadala som to do googlu
a vyhodilo mi, �e to je prvoèíslo.

Nie je, lebo v òom neplatí Pytagorova veta:
5 + 6 =/ 7 .

Vek Skoka oznaèím , Hop je dvakrát starší,
èo je 2 , a Skacko je o 3 roky mladší,
èo zapíšem ako – 3. Spolu majú 17 rokov,
preto platí: + 2 + ( – 3) = 17.
Vypoèítam a od výsledku odrátam 3.

To je ako pizza. Prvú rozre�eš na 4 rovnaké
kúsky, druhú na 5. Z prvej dostaneš 3 kúsky,
z druhej tie� 3, ale tie sú menšie, lebo si pizzu

rozdelil na viac kúskov. Preto sú — > —.

2 2 2

x
x

x
x x x
x

Je èíslo 54 787 prvoèíslo? Ako to vieš?

Rozhodni, èi je trojuholník so stranami då�ky
5, 6 a 7 cm pravouhlý. Odpoveï zdôvodni.

Tri klokany Hop, Skok a Skacko majú spolu
17 rokov. Hop má dvakrát to¾ko rokov ako
Skok a Skacko je o tri roky mladší ako Skok.
Ko¾ko rokov má Skacko?

Èo je viac — alebo —? Preèo?

Opis argumentácie

�iak uvedie, �e autorita (uèeb-
nica, rodiè, uèite¾, internet...)
hovorí, �e je to tak.

�iak pou�ije definíciu, vzorec,
pravidlo alebo vyèíta infor-
mácie z grafu/tabu¾ky.
Základný kameò argumentácie
potrebný na dokazovanie.

�iak dekontextualizuje slovnú
úlohu, resp. problém defino-
vaný v reálnom svete do ma-
tematickej podoby, a spojí ho
s vysvetlením a zdôvodnením
tejto transformácie.

�iak zdôvodní, �e stavia
na podobnosti medzi
dvoma systémami,
jedným dobre známym (zdroj)
a druhým – zvyèajne menej
pochopeným (cie¾).

3
4

3
4

3
5

3
5
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——————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————

alebo

——————————————————————————————————————————

Typ argumentácie

Empirická
argumentácia

Deduktívne
zdôvodnenie

– experimentálna
demonštrácia*

– kontrapríklad*

———————— —————————————————————————————

————————————————————————————————————————–

————————————————————————————————————————–

—————————————————————————————————————————

Úloha a príklad �iackeho zdôvodnenia

Boli to èísla 300 a 3 000, lebo èísla v druhom
riadku sú trojnásobkom tých v prvom,
1 · 3 = 3, 2 · 3 = 6, 3 · 3 = 9.

Áno platí, lebo mi to vyšlo
pre 3 · 5 = 15 aj pre 7 · 11 = 77.

*Zostrojil som 5 rôznych trojuholníkov
(napr. v GeoGebre), odmeral som uhly
a v�dy bol súèet 180°. Preto to platí.

Súèet vnútorných uhlov v trojuholníku
je 180°, preto = 180° – 50° – 70° = 60°.
Uhol je susedný k uhlu , preto platí

= 180° – = 180° – 60° = 120°.
120 = 2 · 60, preto má Lea pravdu.

*Nie je to pravda, lebo napr. èíslo 6
je delite¾né 3, ale nie je delite¾né 9.

Mia vyplnila tabu¾ku pod¾a istého jednodu−
chého pravidla. Adam posledné dve èísla
zmazal. Ktoré èísla to boli? Ako to vieš?

Platí, �e súèin dvoch nepárnych èísel
je èíslo nepárne? Preèo?

Doká�, �e súèet vnútorných uhlov
v trojuholníku je 180°.

Lea tvrdí, �e v trojuholníku na obrázku
je uhol dvojnásobkom uhla . Má pravdu?

Je pravda, �e ka�dé èíslo, ktoré je delite¾né 3,
je delite¾né aj 9? Preèo?

———————————————
1 2 3 4 ... 100 1 000
3 6 9 12 ...

———————————————

Opis argumentácie

�iak uva�uje, pozorujúc
konkrétne prípady
vedúce k zovšeobecneniu
v podobe tvrdenia

�iak zdôvodòuje tvrdenie
zalo�ené len na otestovaní
nieko¾kých prípadov
(niekedy len jedného)
pomocou priamych me-
raní velièín, nahradenia
konkrétnych èísel v algeb-
raických výrazoch atï.

�iak vytvára re�azec
tvrdení, ktoré sú vyvodené
z predtým známych
definícií, vlastností
alebo vz�ahov a ktoré sú
zalo�ené na formálnych
pravidlách logiky.

50°

70°
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——————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————
*

Typ argumentácie

– generický príklad*

– systematické
vymenovanie*

Uvádzajú špeciálne prípady daného typu argumentácie.

—————————————————————————————————————————

—————————————————————————————————————————

Úloha a príklad �iackeho zdôvodnenia

*V 5-uholníku viem vrchol spoji�
s o 3 vrcholmi menej ako je poèet všetkých
vrcholov (úseèky a nie sú uhloprieèky,
ale strany 5-uholníka, úseèka neexistuje),
viem teda urobi� len 2 uhloprieèky.
Takto postupujem s vrcholmi , , a ,
ale napr. uhloprieèka a je tá istá,
nemô�em ju teda zapoèíta� dvakrát.

Spolu mám uhloprieèok.

Pre 6-uholník alebo 7-uholník, alebo hocijaký
-uholník sa niè nezmení, lebo tak isto ako

v 5-uholníku, budem všetky vrcholy spája�
s nesusediacimi alebo netoto�nými vrcholmi

a preto dostanem uhloprieèok.

*Najmenší súèet troch po sebe idúcich èísel
je 1 + 2 + 3 = 6, ïalší je 2 + 3 + 4 = 9.
Všetky ïalšie súèty u� budú väèšie ako 8,
preto sa 8 takto vyjadri� nedá.
Najmenší najbli�ší súèet dvoch po sebe
idúcich èísel je 3 + 4 = 7, ïalší je 4 + 5 = 9.
Všetky ïalšie súèty u� budú väèšie ako 8,
preto to nejde.

ABCDE A

AB AE
AA

B C D E
AC CA

n

————

————

Zdôvodni, preèo má
¾ubovo¾ný n−uholník ———— uhloprieèok.

Niektoré prirodzené èísla mo�no vyjadri�
ako súèet dvoch alebo troch po sebe idúcich
èísel. Napr. 11 = 5 + 6, 27 = 8 + 9 + 10.
Dá sa takto vyjadri� èíslo 8?
Svoju odpoveï zdôvodni.

Opis argumentácie

A

B E

DC

n n· ( – 3)
2

n n· ( – 3)
2

5 · (5 – 3)
2
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Na záver ešte pripomíname, �e formy zdôvodnenia a jeho vyjadrenia závisia od predchádzajú-
cich vedomostí a skúseností �iakov a budú sa líši�, medzi roèníkmi, medzi triedami èi jednotlivými
�iakmi.

doká�e, �e súèet dvoch ¾u-
bovo¾ných nepárnych èísel je párne èíslo, napr.:

Obidve uvedené zdôvodnenia vyu�ívajú deduktívnu formu uva�ovania, ale líšia sa v reprezentá-
cii, teda v tom, ktoré formy vyjadrenia majú k dispozícii šiestaci a ktoré gymnazisti.

Z výskumu, ktorý sme uskutoènili v rámci EÚ projektu MaTeK, vieme, �e mnoho uèite¾ov (nie-
len na Slovensku) by rado zlepšilo �iacke kompetencie v oblasti argumentácie a zdôvodòovania,
no nevedia, ako na to, a to aj pre nedostatok vhodných uèebných materiálov. Preto sme pre vás
pripravili túto publikáciu so sériami úloh pre ka�dý roèník základnej školy, resp. ni�ších roèníkov
osemroèných gymnázií. V zbierke sme sa sna�ili tradièné úlohy preformulova� tak, aby viedli
k zdôvodòovaniu. Veríme, �e tieto úlohy budú pre vás inšpiráciou a uká�kou toho, ako sa úlohy,
s ktorými be�ne pracujete, dajú jemne pozmeni� tak, aby viedli k diskusii, k porovnávaniu riešení
a k argumentácii. Zaradili sme sem aj menej tradièné úlohy, ktoré budú dobrým pomocníkom
pri rozvíjaní argumentácie a matematického uva�ovania vašich �iaèok a �iakov.

Iveta Kohanová

Poznámky

1 Jeannotte, D., & Kieran, C. A. (2017). Conceptual model of mathematical reasoning for school
mathematics. , 1–16.

2  Sevinç, ª., Kohanová, I., Isiksal-Bostan, M., Kubáèek, Z., Iºler-Baykal, I., Lada, M., Çakiroglu, E.,
& Di Paola, B. (2022). Developing an integrated framework for analyzing ways of reasoning in
mathematics. In L. Gómez Chova et al. (Eds.)

(pp. 2082-2089). Valencia, Spain: IATED Academy.

�iak 6. roèníka ZŠ

Educational Studies in Mathematics 96

ICERI2022 Proceedings. 15th International Confe−
rence of Education, Research and Innovation

Èíslo je nepárne, ak po delení dvoma dáva zvy-
šok 1, teda ak si ho nakreslím, mám akoby jednu
bodku stále navyše. Ak spojím dve nepárne èísla,
tie dve bodky v�dy vytvoria pár a celkový súèet
bude delite¾ný dvoma, teda je to párne èíslo.

�iak gymnázia uvedie napr. dôkaz:
Nepárne èíslo mo�no zapísa� v tvare 2 + 1
a párne èíslo je ka�dé èíslo, ktoré je násobkom
dvojky, teda v tvare 2 , kde a sú prirodze-
né èísla. Ak sèítam dve nepárne èísla dosta-
nem: (2 + 1) + (2 +1) = 2 + 2 + 2 =
= 2 ( + + 1). Výsledok je teda párny,
lebo je v tvare 2 , lebo + + 1 je prirodze-
né èíslo.

n

k n k

n m n m
m n

k m n
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